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प्रारक्कथन 
म go हिन्दी ग्रन्य अकादमी पिछले दो दशकों से आपके बीच काम कर 
i. रही है । शिक्षा के उच्च स्तरों पर मातृभाषा हिन्दी में पढ़ने वाले छात्र और 
I पढ़ाने बाले प्राध्यापक्रगण अकादमी के काम से अपरिचित न होंगे। विज्ञान और 
| मानविकी के लगभग पच्चीस विषयों की पाँच सौ से अधिक पुस्तकें प्रकाशित 
| š š f हिन्दी 
करके अकादमी ने यह सिद्ध कर दिया है कि हिन्दी भाषा आधुनिक ज्ञान-विज्ञान 
को समझते और व्यक्त करने में पूरी तरह सक्षम है । अंग्रेजी न जानने वाले 
बहुसंख्यक छात्रों ने इन पुस्तकों को अपना आधार बनाया है और इससे उनका 
आत्मविश्वास बढ़ा है । 
y ]969 में अकादमी की स्थापना करते हुए वेन्द्र सरकार ने संस्था स यह 
अपेक्षा की कि उच्च शिक्षा के हर स्तर पर हिन्दी की पुस्तकें सुलभ रहें, हिन्दी 


में पाठ्य-पुस्तक लेखन की परम्परा बचे तथा शिक्षा केन्द्रों में एक ऐसी प्रक्रिया 

चले जो माध्यम परित्रतन के विचार को उराकी अन्तिम परिणति तक पहुँचाये | 
al अकादमी ने अपने दायित्व को निबाहते हुए शिक्षा केन्द्रों से जुड़े विद्रज्जनो के 
सहकार, का दायरा बढ़ाने की लगातार कोशिश क्री और उनके अच्छे परिणाम 
निकले । अनेक प्राध्यापकों ने मूल हिन्दी में लेखन किग्रा आर कर रहे É तथा 
gai ने शोध स्तर तक हिन्दी को त्रेहिचक़् अपना माध्यम बनाया और ऐसे छात्रों 
की संख्या दिनोदिन ag रही है । इससे अकादमी का उत्तरदायित्व बढ़ गया है! 
इस बढ़े हुए उत्तरदायित्व को निबाहने के लिए संस्था प्राध्यापकों तथा शिक्षा केन्द्रों 
के पुस्तकालयों स और अधिक सक्रिय सहयोग की अपेक्षा रखती है । अकादमी 
की पुस्तकों को छात्रों तक पहु चान में प्राध्यापकों और पुस्तकालयों की बहुत बड़ी 
भूमिका है और मैं आश्वस्त हूँ कि सम्बन्धितों को अपनी भूमिका की ऐटोऱपूरी 
Z प चेतना है । पुस्तकों का स्तर सुधारन की आवश्यकता भी मैं अनुभव करता हूँ 
रु और समझता हूँ कि छात्रों और अध्यापकों को समप-समय पर अकादमी से सीधा 

| सम्पर्क करके पुस्तकों के गुण-दोपों की समीक्षा करनी चाहिए । 
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आपके हाथों में यह पुस्तक सौपते हुए मैं आशा करता हूं कि इससे आपकी 
एक आवश्यकता पूरी होगी । 
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अध्याय || 


अवकल समीकरण की संकल्पना एवं हल 


L प्रारम्भिक परिभाषायें 

दिये हुए चरों और अत्रकलों के किसी फलन को अवकल व्यंजक कहते हैं 
एवं जब किसी समीकरण में अवकल व्यंजक समाहित होता है, तव उसे अवक्रल 
समीकरण कहते हैं ।.जिन चरो के सापक्ष अवकलन किया जाता है उन्हें स्वतन्त्र 
चर कहते हैं एवं जिनका अवकल लिया जाता है वे परतन्त्र चर कहलाते 
अतः अवकल समीकरण वह्‌ सभीकरण ॐ जिसमें स्वतन्त्र चर, परतन्त्र चर एव 


उनके अवकल समाहित हैं । 


उदाहरणार्थ : 
sin x (l) 
= TP (2) 
[पी o 
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4 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
Sp 284 (5) 


यदि किसी समीकरण में केवल एक चार के सापेक्ष ही सारे अवकल हैं, 
तब उसे साधारण अवकल समीकरण कहते हैं, अन्यथा वह आंशिक अवकल समी- 
करण कहलाता है । उपरोक्त उदाहरणों में (l) से (4) तक एक ही स्वतन्त्र 
चर है अतः वे साधारण अवकल समीकरण है, जबकि (5) में दो स्त्रतन्त्र चर हैं 
अतः वह आंशिक अवकल समीकरण हैं | इस पुस्तक में हम केवल साधारण अव- 
कल समीकरण का अध्ययन करेंगे । 


किसी अवकल समीकरण की कोटि (order) उसमें समाहित महत्तम अव- 
कल की कोटि होती है । उपरोक्त उदाहरणों (l) व (3) की कोटि | तथा 
(2) व (4) की कोटि 2 है। समीकरण में समाहित महत्तम कोटि के अवकल 
की घात को अवकल समीकरण को घात (degree) कहते हैं, जबकि समीकरण 
पूर्णत: परिमेयकृत किया जा चुका हो एवं उसमें कोई भिन्न (fraction) गुणांक 
न हो । उदाहरण (l)a (2) को घात ! एवं (3) की घात 2 है। करणी 
को दूर करने के लिये वर्ग करने पर (4) की घात 2 ज्ञात होती हे 4५/4१ 
की घात 2 होगी । 


l.l अवकल समीकरण की रचना 


अवकल समीकरण यान्त्रिकी, ज्यामिती, भौतिकी एवं रसायन शास्त्र आदि 
विषयों की समरूपायों में विद्यमान रहते हें | इनका गतिविज्ञान में अनुप्रयोग का 
विशेष अध्ययन हम आगे के अध्यायों में करेंगे । 


` यहाँ हम कुछ उदाहरणों द्वारा यह दर्शाथेंगे कि स्वेच्छ अचर राशियों का 
बिलोपन साधारण अवकल समीकरणों के द्वारा किस प्रकार किया जा सकता है । 
मान लो 
JG, y, a)=0 = (l) 
परतन्त्र चर y, स्वतन्त्र चर x एवं प्राचल ८ में एक सम्बन्ध Š | इसका x के 
सापेक्ष अवकलन करने पर हमें - - | 


$ (x, > 7 „aj=0, — O 
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संकल्पना एव हल 5 
प्राप्त होता हे । (l) एवं (2) की सहायता से प्राचल ० का विलोपन करने पर 
मान लो, हमें 

F dy 

/ (x, » )=0 (3) 
प्राप्त हुआ, जो कि x,y एवं 4/4४ में एक सम्बन्ध है । तब (3) को प्रथम 
कोटि का अवकल समीकरण कहते हैं एवं (l) उसका व्यापक हल कहलाता है | 
अतः प्रथम कोटि के अवकल समोकरण के हल में एक स्वेच्छ अचर समाहित होता 
हैं ga: मान लो कि दिया हुआ सम्बन्ध इप प्रकार है 

Ix, y, a b)=0 (4) 
जिसमें दो स्वेच्छ अचरों का समावेण है । £ के सापेक्ष उत्तरोत्तर अवकलन करने 
पर मान लो हमें प्राप्त होता है 


2 40 TE 
$, (x, X, dx » Ga, b)=0 (5) 
एवं 
dy d?y Fs 
९५ (x, > Tç क b)=0 (6) 
(4), (5), (6) की सहायता q स्वेच्छ अचरों ८ एवं b का विलोपन करने पर 
` हमें x,y, dyldx एवं 42/4? में सम्बन्ध प्राप्त होगा, मान लो 


जो कि द्वितीय कोटि का अवकल समीकरण होगा । अत: द्वितीय कोटि के 
Ee समीकरण के हल में दो स्वेच्छ अचरों का समावेश है । इसी प्रकार हम 
निष्कर्ष निकाल सकते है कि कोटि के अवकल समीकरण के व्यापक हल में n 
स्वेच्छ अचर होंगे । उदाहरण 

(i) x=a cos ( pt—a) 


जो कि सरल आवतं गति दर्शाता है । 


हम स्वेच्छ अचर ८ एवं a का विलोपन करेंगे । £ के सापेक्ष अवकलन 
करने पर 
dx Ç 
-~= — pa sin t— 
se 2 (/2/-०) 
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6 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
एवं 

2 x 

=—p’a cos ( pt—a)= —p°%x 


अत: 4 एवं ० का विलोपन करने पर हमें 


परिणाम प्राप्त हुआ, जो कि द्वितीय कोटि का अवकल समीकरण है । 
(ii) y= AeBs 
से स्वेच्छ अचर 4 एवं 2 का विलोपन करो । 


x के सापेक्ष अवकल करने पर 
dy 


तज B, = , 

x ABeDBx = By 
पुनः अवकलन करने पर ' 

dY CY pa 

di B त्र B 


जो कि द्वितीय कोटि का है ।. 
प्रश्‍नावली l 
निम्न समीकरणों में से स्वेच्छ अचरों का विलोपन करो : 
Y= Bx-- Bš 
y= Bet 4८-१४ 
2554 cos 3x+-B sin’ 3x 


परवलयों के उस निकाय का अवकल समीकरण ज्ञात करो जिनकी अक्ष x 
अक्ष है । [सुझाव : जिस परवलय की अक्ष X अक्ष है, उसका समीकरण होगा 


y=4a(x—h) 
इसमें से ० एवं / का विलोपन करो] ड 
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संकल्पना एवं हल 7 


5. सिद्ध करो कि मूल बिन्दु से निकलने वाली किसी भी सरल रेखा के लिये निम्न 


होगा । 


6. वृत्तो के उस निकाय का अवकल समीकरण ज्ञात करो कि y अक्ष को मूल 
बिन्दु पर स्पर्श करते हैं । 


l.2 अवकल समीकरण का हल 


परतन्त्र चर एवं स्वतन्त्र चर को समाहित करने वाला कोई सम्बन्ध, जो 
दिये हुये अवकल समीकरण को सन्तुष्ट करता हो, उसका हल कहलाता है, उसे 
aasa समीकरण का समाकल (integral) या पूर्वग (primitive) भी कहते 
हैं । हल को gin इसलिये कहते हैं, क्योंकि उसी से अवकल समीकरण की उत्पत्ति 
हुई है । यह आवश्यक नहीं है कि हल स्वेंच्छ चर > का स्पष्ट (explicit) फलन 
हो । हमने पिछले अनुच्छेद (I.ll) Ñ देखा है कि अवकल समीकरण के 
व्यापक हल में समाहित स्त्रेच्छ अचरों की संख्या उसकी कोटि के बराबर होती 
है । यदि व्यापक हल में स्वेच्छ अचरों को विशेष मान दिये जायें तो इस प्रकार 
प्राप्त हुल को विशेष हल (particular solution) कहते हैं । 


ब्यापक हल को एक से अधिक रूपों में लिखा जा मकता है, किन्तु एक रूप 
के स्वेच्छ अचर दूसरे प्रकार के स्वेच्छ अचरों से सम्बन्धित रहेंगे । 
हमने lẹ साधित उदाहरण (l) Ñ देखा है कि अवकल समीकरण 
4०:४/४४१---/१४ का एक हल है 
x=a cos (pt—a), 
जहाँ ८ एवं ० स्वेच्छ अचर हैं । इसी हल को दूसरे रूप में भी लिखा जा सकता है 
x==b cos pt--B sin pt 
जहाँ b एवं B स्वेच्छ अचर होंगे । अतः 


b cos pt+B sin pt=a cos pt cos a+a sin pt sin a 
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8 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


अत: b=a cos a एवं =a sin a 
इस. प्रकार अचर ४ एवं 8 अचर 4 एवं a के फलनों के रूप में लिखे जा सकते 
है । विलोमतः 

a=./(b*°--Pp2), वाध 8/b 
इसी प्रकार का दूसरा उदाहरण है अवकल समीकरण dy/dx=2xy जिसका 
व्यापक हल होगा 

p=% या y= dex? 


यह स्पष्ट है कि अचर c एवं d स्वतन्त्र नहीं है, क्योंकि 4-5००, अर्थात्‌ 
=log 4. 


कभी कभी अवक्रल समीकरण का वह हल अपेक्षित होता है जो कि दिये 
हुये कुछ प्रतिबन्धों को सन्तुष्ट करता है । ऐसी स्थिति में स्वेच्छ अचरों में से 
सभी या कुछ के विशेष मान लेना होता है जो कि दिये हुये प्रतिबन्धों को सन्तुष्ट 
करें । 


॥.2 प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के साधारण अवकल समीकरणों के हल 
की मानक विधियां 
हम निम्न रूप के अवकल समीकरण पर ध्यान देंगे 


M+N 2-0 a) 
जहाँ M एवं N दोनों X व y के फलन हैं । 


इस समीकरण को हम अधिक सममित रूप में इस प्रकार लिखते हैं 


Mdx+Ndy=0 (2). 


प्र्येक अवकल समीकरण हलनीय नहीं होता । 


प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के व्यापक समीकरण को भी हमेशा हल नहीं 
किया जा सकता है, किन्तु यदि ये विशेष मानक रूप के हैं, तब वें हलनीय होते 
। ये मानक रूप निम्न चार प्रकार के हैं 
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संकल्पना एवं हल 9 
(i) पृथक्करणीय चर (Variables separable) 
(ü) aama समीकरण (Homogeneous equation) 
(iü) रैखिक समीकरण (Linear equation) 


(iv) यथातथ समीकरण (Exact equation) 


].2] पृथक्करणीय चर रूप (Variables separable form) 


aasa समीकरण के इस रूप में (2) में M=fx) एवं /४--४(9) होगा, 
अर्थात्‌ M केवल x का फलन है व N केवल का । 


JG)dx+ g(y)dy=0 (3) 


समाकल करने पर हमें हल प्राप्त होगा 


//(४००४-+8(2)40/5८ (4) 
जहाँ ८ समाकल का स्वेच्छ अचर है, इस अचर ० को हम किसी भी रूप में लिख 
सकते हैं । चू कि (4) में जिन समाकलों का समावेश हैं, वे हल किये जा सकते 
हैं, अतः परिणाम किसी भी अवकल से मुक्‍त होगा व हमें अवकल समीकरण का 
व्यापक हल प्राप्त हो जायेगा । 

उदाहरण 


i —==2x 
0) कप 
समीकरण के चरों को पृथक करने पर हमें प्राप्त होगा 


gy =2xdx 
y 


समाकलन करने पर, 
log y= xc 


चू कि ८ स्वेच्छ अचर है, हम इसे log a š रूप में लिख सकते हैं, अतः 


log y—log a=log yja=x° 
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इस प्रकार व्यापक हल होगा 


(ii) sec? x tan y dx+sec? y tan x dy =0 


चरों को पृथक करने पर 


sec? x 2 sec2 y in 
tanx u tan 


समाकलन करने पर 
log tan x--log tan y=log c 


या 
tan x tan y=c 
z (iil) (y2-- xy2)dx+(x2-+- yx2)dy=0 
य र 
॥१(] +-.४)०४-- xl + y)dy=0 
या 


समाकलन करने पर 
] ] 
= +log x— y E y=c 


या 
log xy — SD 
प्रश्नावली 2 
, हल करो 
[oC 
dx Ix? 


2. (lI+jy?2)dx—xydy=0 
- 3. (2ydx+(i—y)xdy=0 


4. Varo) x=. 
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संकल्पना एवं हल ll 
< 5. 2- e*I +. ४१ ८०० 
dy > dy 
5 CO p 
(संकेत x2y= V रखिये) 


7. cos (x +y)dy=dx - 


Z 


| _ ४47 _ (dy 
8. y X =a (y s) 


य 
n 
dx l+xy 
(संकेत V=x/y रखिये) 
I0. dr=e(sin ġ d0—cos 0 dy) 
Il. (x—y2)dx+ 2xydy=0 
(संकेत V=y/x रखिये) 
l.22 anaa समीकरण (Homogeneous Equations) 
किसी फलन f(x, y) को n घात का समघात फलन कहते हैं, यदि 
A : Sx, Ay)=2"f(x, y) 
| उदाहरण : 
(ü) x xy, 
3 घात का समघात फलन है। 
(ii) e2!lxsin y/x 
ज्य शून्य घात का समंघात फलन हे । 
` अवकल समीकरण 
Mdx+ Ndy=0, 
| 
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l2 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


को समघात समीकरण कहते हैं यदि M(x, y) एवं N(y, x) समान घात के सम- 
घात फलन हैं । अत: समघात समीकरण को निम्न रूप में भी लिख सकते हैं 


dy 
TS Olx) 


इन समीकरणों को हल करने के लिये प्रतिस्थापन y=vx का उपयोग करते हैं तब 


dy > dy 
dx "FX qx 
होगा | अत: 
vx du ) 
dx JG ) 
या 
dy K 
x AE AO) न्न 
या 
dx dv 
x JO क - = 3 (l) 


अब समीकरण के रूप (!) में चर पृथक्‍्करणीय है अतः उसका समाकल होगा-- 


dx dy -- c 
समाकलन के पश्चात » के स्थान पर x|y लिखने पर हमें अन्तिम हल प्राप्त 
होगा । > 
उदाहरण : (i) हल करो 


dy _ x2 +y? 
dx 2x? 


यह समघात समीकरण है, अतः प्रतिस्थापन y— yx रखने पर 


अर्थात्‌ 


d 
2x £ =]-+v2—2y 
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संकल्पना एवं हल w. 


चरों को पृथक करने पर 


समाकलन करने पर 


अतः 
y= l e log x रि C, 
किन्तु y= y|x रखने पर 


2x 
xy log x+C,=log cx 


2x=(x—y) log cx 
(ü) हल करो 
(l +2exy)dx + 2exly ( iio >) dy=0 
> 
यह शून्य घात का समघात समीकरण है । पूरे समीकरण में xJy की उपस्थिति 


से यह सुझाव आभासित होता है कि रूपान्तरण x=vy का उपयोग किया जावे | 
तब 


dx dy 2९० (--] 

"= प्‌ प ? 
अतः 

y cv_ _ (+ 26") 

dy F2 
Pi D 

or | >: +9 dv=— j+ (€, 
अर्थात्‌ 


log (V+ 2e°)= —log y+ G, 


y=x/y रखने पर हल होगा x+2ye* =C 


+a dy_ y—x 
(iii) प्र कन 
)'=५ प्रतिस्थापित करने पर 
dv ya] 
YE dx y+ l 
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dy 7१--] 
“da का 
( Mana उर) dy gz 
y?+l ` 


I {2vdv '] = | dx 
ost हक Ç 


समाकलन करने पर 
॥॥2 log (L+y?)+tan-! v= —log नाटय 


log xv/(l+v’)+tanrv=C 
y=y[x रखने पर 


log A/(x2+ y2)+ log etan-lyls=log c 
(x? + y’) etan-lyi*—C 


Gv) [Vy xdy=0 


अतः 
dy _ -V +y) 
dx x 

772 प्रतिस्थापित करने पर 


V+ x= V—V (I+) 


| Ci | 
Va) Jx 
समाकलन करने पर J 


log #++/(l+v2))=—Ilog x—log c=log c/x 
अत: चरघातांकी (exponential) लेने पर Š 
y+/(x2+ y2)= C 
प्रश्‍नावली 3 


समीकरण हल करो 


l. (—3xy+y2)dy+-xydy=0 
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= 


संकल्पना एवं हल 5 


2. x(x—y)dy+ydx=0 


4 
4. x+y का 2y 
5. Ga —3xy?)dx=(y°—3x?y)dy 


d 
6. x(x—y) Z=y(x +y) 


d 
स-न V (x+y) 
8. (2x—y)dy=(2y— x)dx 
9. x=) +2 (— x?) 
]0. x cos y/x(ydx+ xdy)=y sin y|x(xdy —ydx) 
ll. x?ydx— (x? Ly dy=0 
l.23 aama अवकल समीकरण में परिवर्तनीय समीकरण 
(Equations Reducible to Homogeneous Equations) 
निम्न रूप के समीकरण 


E dy _ ax+ay+c 

dx Ax+By+C 
को समघात समीकरण के रूप में परिवर्तित किया जा सकता है; इसके लिए हमें 
नये चर £ एवं 7 लेना होगा-- 


x=¢+h, y="n+k 


हाँ कि h एवं k अचर हैं, जिनका अभी चुनाव होना है। ये मान प्रतिस्थापन 
करने पर 
=< 
| dy d pf d | 
CMEC ES E d iE 
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अतः अवकल समीकरण का रूप होगा : 


dn __ag+bn+(ahtbk+e) 
de Ag--Bn+ (Ah Bk-- C) 


अब h एवं k का चुनाव इस प्रकार करें कि 


ah+bk+c=0 ] 
Ah Bk+C=0 


(!) 


तब हमें समघात अवकल समीकरण प्राप्त होगा जो कि प्रतिस्थापन 7=६ के 
द्वारा हलनीय है । इस तरह प्राप्त हल में Š एबं 7 को क्रमशः x—h एवं y—k 
से बदलने पर हमें मूल चरों x, y Ñ हल प्राप्त होगा । 


विशेष स्थिति : उपरोक्त समीकरणों (।) का हल होगा : 


ये समीकरण हलनीय नहीं है यदि aB — Ab=0, अर्थात येदि a/A=b/B 


इस स्थिति में अवकल समीकरण का रूप होगा : 


dy; ax+by+c 
dx max+mby+C 
जो कि सामान्य निरीक्षण से ही पहचाना जा सकता है। ऐसे अवकल समीकरण 
को हल करने हेतु हमें S 
y=ax--by 
प्रतिस्थापन करना होगा । तव : 


7-८ 
mvc 


इस परिवर्तित समीकरण में चर पृथक्करणीय Š । 
उदाहरण : (i) समीकरण 


dy _॥7--4--] 
dx y+x+5 
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anaga नहीं है, किन्तु 
x=¢+h, y=-n+k 


विस्थापित करने पर हमें प्राप्त होता हे : 


dn _॥-६--(८-/--]) (2) 
d€ mn+£+(k+h+5) 


अतः h एवं k का ऐसा चुनाव करें कि 


k—h+l=0 


moi १००७ pe 
l= — 4, = — 


` h एवं k के इन मानों को रखने पर, (2) का रूप होगा 


dn __१-६ 
का बन 6 
अतः ५७-४६ रखने पर 
< dy —] 
"प च्या 
या 
S(O) 
š dë ~ H 


अत: चरों को पृथक करने पर 


Dd _—d 
(IT) € 
समाकलन करने पर 
If 2v (dv ___ [4 
alimi [es En 


log (L--v’+tan™? v=—log €+ Cs 
या 


log (! +) &--2 8077 F=c 
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अब £=+--2 एवं 7=) 4-3 रखने पर 
LLY FS, C 
log ((x-+-2)°+ (+ 3)2)--2 tan- NE C 


टिप्पणी : यह उदाहरण पिछले अनुच्छेद के उदाहरण (iii) के समान है; इसके 
सिवाय कि (y—x)/(y--x) को (> x+ D/(D2Tx+5) से बदल दिया गया 
है । ध्यान रखें कि y—x=0 एवं y+x=0 मूल बिंदु से गुजरने वाली दो सरल 
रेखाओं को प्रदर्शित करते हैं y—x+l=0 एवं 9--»--5--0 का प्रतिच्छेद 
fag सुगमता से (-2, --3) ज्ञात होता है जब हम x=¿£—2, =7-_3 रखते 
हैं, तब हम वास्तव में अक्ष परिवर्तन करते हैं । नये अक्ष नये मूल बिन्दु (-2, —3) 


से पुरानी अक्षों के समानांतर है। 
e 


(ii) dy _ 2x—5y--3 
dx 2x+4y—6 


x=E+h, y=?T4+k 
विस्थापित करने पर 


dn 2८-59 
dé 2647 > (3) 


अतः / एवं & का चुनाव ऐसा करें कि 
2h—5k+3=0 
2h+4k—6=0 
इनका हल है k=] एवं k=l 


(स्पष्ट है कि समीकरण (3) को रूपांतरण के सम्पूर्ण विवरण को ज्ञात 
ff बिना भी लिखा जासकता है, `... > = 


अब समीकरण (3) में 7-५४ रखने पर हमें प्राप्त होता है 


47 _ 2--57 
R जप्त लताला ची 
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संकल्पना एवं हंल 


अतः 
i. 009 _2--77-47* 
dë 2+4 
चरों को पृथक करने पर 


2+4v d 


dv = 


Am E 
वाम पक्ष में आंशिक भिन्न लेने पर 


a |: [oS 
| त तात्या क तर्क 


समाकलन करने पर 
l 2 
~ log Q 40-73 log (2+v)=log é+ C” 

अर्थात्‌ 

log (I —4y) (2+v)? ६०-०४ C 
= ५=7/६ रखने पर, हल होगा 

(€—47) (2६-0८ 
अब ¢=४--] एवं 7=)~ | रखने पर अन्तिम हल होगा 


(x—4y+3) (y+2x—3)°=C. 


क्‌ 
न dy _ y—x+2 
OD DD 
व्यंजक (y—x) एवं (29-23) मे सुझाव प्राप्त होता है कि y—x=v प्रति- 
स्थापित किया जाये, तब 
di 
Í dx dx 
gb, 


L अतं: समीकरण का रूप होगा 


20 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान - 


dy (L+) 
ह च OE 
27--3 
कार dy= —dx 
समाकलन करने पर 
2v+log (I +-y)=—x+c 
अतः 


अर्थात्‌ 


2y—2x+log (y—x+)= —x+c 
log —x+])=x—2y+c 
प्रश्‍नावली 4 
समीकरण हल करो : 
l. (—y—l)dxF(4y+x—]) dy=0 
2. (x—y—2)dx+(x—2y—3) dy=0 
3. (w+y)dx+(3x+3y—4)dy=0 


dy _ x--2y—3 
dx 2x+y—3 


gE 
‘dx y—x+5 


dy _ 2 
dx 2x+4y+3 


7. (x—y) dy=(x--y+]) dx 
8, 42+6+5 dy 


= T 


3y+2x+4 dx 
.24 विभिन्न प्रतिस्थापन 
JJ(xy)dx--xg(xy)dy=0 


के रूप के अवकल समीकरण को रूपांतरण xy=v के द्वारा हल किया जा सकता 
है । उदाहरण I 


(i) y+ l) dx-x(l +Xxy--x2y2) dy= 0 
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xy=v, y=v/x रखते पर 


xdv—vdx à 


x2 
इस रूपांतरण के फलस्वरूप 


; een 
2- (+) dx+x (] +v+ v2) aney 


जिसका पुनविन्यास करने पर 
v3 dx—x (I -+-v+-v2) dv=0 
चरों को पृथक करने पर 


dx dv dv. dv शर 


न्य तक्र च = £ 

समाकलन करने पर h JRIRRA 
l l š À 

log x+ 7 + “LOE Ci 

अतः हल 
2x2y2 log y—2xy— l =Cx?y? 

(2) (I —xy +x?) dx+(x°y—x*) dy=0 
इसे पहिले 


f(xy) dx+ xg(xy) dy=0 
के रूप में लिखेंगे, अत: समीकरण में y का गुणा करने पर 
JL —xy+x2°y2) dx+x(x?y?—xy) dy=0 


रूपांतरण xy=v, y=v/x, तथा 


dy aa , करने पर 
xdy—vdx _ 


= —v+v2) dx-+-x(2—v) 0 


x2 
या : 
ydx-F x(y2— v) dy=0 
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चरों को पृथक करने पर 
क ]) dr=0 


समाकलन करने पर 
] 
log x+ y2—v=0C, 


अतः हल है 
2 log x+ १] -- 2 xy=C 
dy _ 2 

(3) कू ==) 


प्रतिस्थापन y—4x=yv रखने पर 


पा 


समाकलन करने पर 


अतः 


d 

(4) = tan’ (x4) 

प्रतिस्थापन x+y=v, ] +-4५/५= 4४/५) करने पर 
dy, ian? 
प्रक | --tan2y=sec2y 


,. ९०४५ dy=dx- `. 
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या 

3 cos 29) dv=dx 
समाकलन करने 


+ हि sin 2y=x+(C;, 


Ni = 


अत: 
2(y—x)+sin 2(x+y)= c 


प्रश्‍नावली 5 
समीकरण हल करो : 
l. y(I—xy)dx—x(l+xy) dy=0 
2. (xy2--y) dx-r(x2y—x) dy=0 


4 =—2(2x+ 3y) 
( : y=2x-+-3y प्रतिस्थापन करे) 
4. yx2(x2--2)dx+(xš+ y) (ydx—xdy)=0 
(संकेत : y=vx प्रतिस्थापित करें) - 
5. y(I+2xy) dx+x(l—xy) dy=0 
6. (x—2 sin y+3) dx+(2x—4 sin y—3) cos y dy=0 
(संकेत sin y=v प्रतिस्थापन करें) 


25 fam समीकरण (Linear Equation) 


किसी अवकल समीकरण को रैखिक कहा जाता है, जबकि परतन्त्र चर एवं 
उसके अवकल गुणांक dy/dx की घात एक होती. है) Y एवं 4५/4 के गुणांक 
x के कोई भी फलन हो सकते है । 


अंतः प्रथम कोटि के रैखिक अवकल समीकरण का रूप होगा : 


| नल +P. y=Q () 
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जहाँ P एवं Q, x के कोई भी फलन हैं (कन्तु के फलन नहीं हैं) एक सरल 


उदाहरण है 
dy 


as 
dx T y Y= 


यदि हम इसके दोनों पक्षों में x का गुणा कर दें, तब 


I SS 
* कः y=: 
अर्थात्‌ 
d 
वरच) 


अत: समाकलन करने पर 


इस उदाहरण में हम x को समाकलन गुणक कहेंगे । 


समीकरण (l) को हल करने के लिए हम दोनों पक्षों में ¿[Pdx का गुणा करेंगे, 
तब इसका रूप होगा 


(2) 


dy Pdx Pdx x 
ठि e +Py. el “=Q ; alte 


तब (2) का वाम पक्ष y. eÍ PdX का यथातथ अवकल (exact differential) होगा, 
अतः उसे हम निम्न प्रकार से लिख सकते हैं 


2 Í p. र =@. gJPdx 


समाकलन करने पर रेखिक समीकरण () का हेल होगा : 
Pd. ८ x 
yA ८. ८०% gy (3) 


> Pdx > : 
चूंकि, ८24 सत गुणा करने पर दिया हुआ अवकल समीकरण समकलनीय रूप 


में परिवर्तित हो जाता है, अतः उसे अवकल समीकरण का समाकलन गुणक 
कहते हैं । - 
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टिप्पणी : कभी-कभी दिया हुआ अवकल समीकरण प्रथम कोटि का रैखिक 
अवकल समीकरण तब बनता है जबकि हम y को स्वतन्त्र चर ले एव % को 
परतन्त्र चर लें। साधित उदाहरण में यह तथ्य अधिक स्पष्ट हो जायगा । 


समीकरण 


(2x— I0y3) a 


dx WYS 0 , 


अभी जिस रूप में हैं, बह रेखिक नहीं है, किन्तु 4४/4५ से गुणा कर देने पर, हम 
प्राप्त होता है 


dx 
2x—l0y2+y =? 
अर्थात्‌ 


यह रैखिक समीकरण है, यदि y को स्वत्नन्त्र चर माना जाये । 
उदाहरण : (l) अनुच्छेद में उल्लिखित सरल उदाहरण को लें 


dy 
dx 


lI 
x 


यहाँ P=l/x, अतः [Pdx=log x, एवं ++ / 


अतः उपरोक्त हल. (3) में हमने जो नियम प्रतिपादित किया हैं उससे वही 
समाकलन गुणक प्राप्त हुआ, जिसका हमने पहिले उपयोग किया 


, CEES 
(2) (४-)) ZHI) 
या À 
ya l RD Ns 
do) 
अतः 


l 
Pix =: e] 
[PCA dx= Í =I dx log (x—!) 


अतः समाकलन गुणक है 
—log (४-4) __ 
£ naako 
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अतः समीकरण का हल होगा : 


नं l i te 
y ES )= a Ia ल्या dx=2J(x—]l) dx=(x— Dc 
अथात 
y=(x—l)3+c(x— ]) 
3 2) 4) p ai 
( ) (I —x?) Jx T =x I—x2)u2 


(I—x2) से भाग देने पर हमें प्राप्त होंगा 


no के | 
dx ISR? == | 
तब 
2 न 
IPG) dx= | “X, dx= —log (I—xt)=log oe 
अतः कु 
८१४ l l 
Im Tx? 
मतः हल होगा : | 
r विद 
AN —x V( I Zx . s] TEPA] dx I 
x | 
= y=C(I—x)H V(x) : Y 
d 
(4) (2५--099 Z +y=0 
समीकरणे में dx/dy से गुणा करने पर प्राप्त होगा | 
(22--073)--» =o | 
दा ; y ; l 
š T 
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यह रैखिक समीकरण है, यदि y को स्वतन्त्र चर माना जाये । अत: समाकलन 
गुणक होगा : 
d ) 2 
८2१० logy __. jog 7 —y? 


तथा हल होगा 
xy2== [(I0y?) . z? dy ce=2y+c 
अर्थात्‌ 
x==2y24- C . y 
(5) हल करो 
dy s x 


co 
É -+y cot x=: 5e 


विशेष हल (particular solution) NA करो जबकि प्रारम्भिक प्रतिबन्ध हो : 


x=xJ|2, y=—4 
समाकलन गुणक है 4 
7० व _ glo sinX त 
अतः व्यापक हल होगा : 


cos X `: os x 
y sin x=5fe X sin xdx=—5 ९0७ *+c 


दिया है, जब 
x=x=|2, y=—4 
अतः 
(--4) . [--5(0)--८ .. C=l 


अर्थात्‌ विशेष हल है: 


ysin x+5 e OSX] 


प्रश्‍नावली 6 
dy > _ 2 
J: < +2xy=2 e 
2 RY 2x34 3x2—2x 
टं dx 


dy : 
9 = 
3. 0०09१ x q 4 tan x 
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4. (१{-]) _ +2xy=4x? 


dy MS T 
Sh विर tan x—2 sin x 
dy ; 
6 GE + 3y EEX 
7. (IFy)adx=(tan!y—x) dy 
(संकेत y को स्वतन्त्र चर मान लें) 
8. sec x yy sin x F 
9. ylogydx+(x—log y) dy=0 
I0. डर —y=2x2 cosec 2.४ 
dx 
dy 22 -- [ ax2 
TAs) e 
dy A 
]2. x cosx aa (x sin x+cos x)=] 
dy 
]3. (x+a) q 3y=(x-a)° 
dy À 
3) “2 — | 
4. (x423?) 3० 
]5.  »(:-)]) A =x? (2x—] 
TUE Ci) 
d — 
l6. x3 (2-32) y=xa 
l7. yy?) dx=2(l—2xy?) dy 


d 
8. क cot 2x= ] —2x cot 2x—2 ८०६९० 2x 
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= एवं हल 
9. समीकरण 
dy DA 
dk + 2y= 


का वह विशेष हल प्राप्त करो जो कि (0, !) से गुजरता हो । 
20. समीकरण 


dy 

AN —4x?= 

(l — x°) कः +2yx—4 0 

को हल करो एवं वह faama वक्र प्राप्त करो जो कि इस समीकरण को 
सन्तुष्ट करता हो एवं मूल विदु से गुजरता हो । 


.26 fas समीकरण में परिवर्तनीय समीकरण (Equations reducible to 
the linear form). 


afet समीकरण (Bernoulli's equations)* 
निम्त रूप का समीकरण 
dy a 
कप .y=0. y 


जहाँ P एवं Q केवल x के फलन हैं, बनू ली का समीकरण ` कहलाता ë । समी- 
करण में yn का भाग देने पर, (यदि n>l) हमें प्राप्त होगा : 


yr Zr. ymo (2) 
४--9-१+7 प्रतिस्थापन करने पर 

TT I). yn 
अतः (2) का रूप होगा: 

= z +Pv=0 


*(जैकब बनू ली Jacob Bernoulli (]654-705) वसले विश्वविद्यालय, 
स्विटजरलेंड में गणित के प्राध्यापक थे । उन्होंने l695 में इस समीकरण का 
अध्ययन किया) 
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या 
P H(nFDP.ve(—n+DQ क) 


जो कि 7 में रेखिक अवकल समीकरण है । इसको हल करके हम v एवं x का 
सम्बन्ध ज्ञात कर सकते Š | अन्त में y—y-nt रखने पर, हमें समीकरण का 
व्यापक हल प्राप्त हो जायेगा | 


टिप्पणी : यदि n=l, तब समीकरण पृथक्करणीयः चर रूप का हव 
रूपांतरण के बिना ही समाकलनीय है | 


उदाहरण : (]) हल करो 

CO 4 कि जा 

T +y=}* (cos x—sin x) 
Y से समीकरण में भाग देने पर 
dy 


छ — + y-l=cos x—sin x 


dx 


प्रतिस्थापन )-2== रखने पर 


अतः हमें प्राप्त होगा 


dv पु 
SS नित =e पी 
qx ’=sin x—CcCos x 


इसका समाकलन गुणक है e—x , अत: 
9४72 >> Ü (sin x— cos x) ८०% dx 


=—e™ sin x+c 


अतः 

E C ex 

> TA x 
(2) xy cre 
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-g 


Ë एबं हल ठ्य 


समीकरण में )3 से भाग देने पर 


38 J gy 2 dy 
ITER तण VE 
रखने पर रूपांतरित समीकरण होगा 

Zs C = 2e-* 


(यह प्रश्‍नावली 6 का प्रथम प्रश्‍न है, केवल y के स्यान पर यहां » है) स्पष्टतः 
e? समाकलन गुणक है, अतः 


2 
9,९* = Í 2-2. ex dx=2x-+c 


अर्थात्‌ हल होगा-- 


3 =(2x--c) e 
अतः अंतिम हल होगा : 
ell°x 
"ळय 
3. sin y 3 cos y(l—x cos y) 


समीकरण Ñ cos? y से भाग देने पर, प्राप्त होगा 


dy 
sec y tan y ——sec y= — 


dx 


` 


y=Sec y, Z- sec y tan y dy/dx रखने पर 


d 
क्र = — x, जो रैखिक है । 
समाकणन करने पर 
v.e-*=f(—x)ex dx=xe-*+e-*+ e-*-Fc 
अन्त में न 
sec y=x+I+c ex 
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प्रश्नावली 7 
करो : 


LCDS 
x Jx +J) = xy 


dy x ds 
SEIN 2xy+ xy‘ =0 


(yz ण 
x tI log x 


dy 
>->0 7) ~~ = xy? 
Ux) + 


dy c 
x y-+-xyš ( + log x) 
dy p फ लीने > 
RS = =y“ SIN . 
cos x dy=y (sin x—y) dx 


dy tany 


= X 
च्यात (Ix) ९* sec y 


dy ` 
~ = > X 
BE +I=4e? sin x 


व. 
CE 
Z- > x? cos y 
y y 


(संकेत : y को स्वतन्त्र चर मान लें) 


IA +y?) dx=2(l—2xy°)dy 


Ce Ye 
dx tan! y—x 
(संकेत : } को स्वतंत्र चर लें) 
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]5. xdy—ydx=xy(x°—y° dy) 


6६:०2 Ja 2y sec x= sin 2x. 


.3 यथातथ अवकल समीकरण (Exact Differential Equations) 


परिभाषा : किसी अवकल समीकरण को यथातथ कहा जाता हैँ यदि वह 
अपने पूर्वग (primitive) से सीधे अवकलन करके प्राप्त किया जाता है, अर्थात्‌ 
बिना किसी राशि से गुणा या भाग किये, केवल अवकलन करके प्राप्त किया 


जाता है | 
2xy°dx+2xiydy 


को यथातथ अवकल कहेंगे, तथा 

2xy2dx+ 2x2ydx=0 
अर्थात्‌ 

d(x°y2)= 0 
एक यथातथ अवकल समीकरण है, जिसका हल स्पष्टत; है 


२९७२८ 

अतः 
Mdx + Ndy=0, (l) 
को यथातथ समीकरण कहेंगे यदि वाम पक्ष किसी फलन U(x, y) का यथातथ 


अवकल है, अर्थात्‌ 
du(x, y)=Mdx+ Ndy 


तब समीकरण का रूप होगा 
d u(x, y)=0 


परिणामतः उसका संपूर्ण हल होगा : ' 
u (x, y)=c 
निम्न प्रमेय संमीकरण () के यथातथ्य के लिये आवश्यक एवं पर्याप्त प्रतिबंध 
बतलाता है | सर्वप्रथम आइलर (Euler) ने इसका प्रतिपादन किया | 
प्रमेय l. समीकरण (।) यथातथ हो, इसके लिये आवश्यक एवं पर्याप्त 
प्रतिबंध है : 
तिक न्यत (2) 


LAN UU 
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उत्पत्ति : मान लो 
Mdx+Ndy=0, 


G) आवश्यकता : जहां M एवं N x व » के फलन हैं, एक यथातथ समी- 
करण है | तब, परिभाषा के अनुसार 


Mdx+ Ndy= du (x, y) 


अर्थात्‌ U, x व y का फलन Š | 


= = CEE dy 
3 _ ôu š __ 9 
अत: M= एवं = 
पुन: आंशिक अवकलन करने पर 
M _ ow . N _ u 
ay ayax एते क ककत 
कितु हमें ज्ञात है कि 
u य्य 
aydx əxdy 
जिससे निष्कर्ष निकलता हैं कि 
aM ƏN 
०9 ox (2) 


अतः यदि (।) यथातथ समीकरण है तब प्रतिबन्ध (2) आवश्यक है | 


Gi) प्रर्याप्तता--मान लो : 


aM _ ग्र 
əy ax 
मान लो y(x,y) ऐसा फलन है कि 
í १7 
ME Y), 
तब 
eM 


४ əy əx 
परिकल्पना के अनुसार 
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अतः 
ðN 2 /ðv ड ay _ a°y 
3x T HE) (चूंकि za" छः) 
अर्थात्‌ > A 
y 
०७) 


समाकलन करने पर हमें प्राप्त होगा : 
ov K 


जहाँ f(y) केवल y का फलन हे 


अर्थात 
K ev 
NSO 
अतः है j 
av 97 
॥/4४-+ Ndy=;—dx +H 
=dy-+-dF (y) 
जहाँ र 
dF(y)=/(y) dy 
=d(V +F) 
अर्थात्‌ 
U(x, y)= V(x, y)+ F(y) 
जहां 


F(y)= [f(y)dy 


अतः समीकरण (l) यथातथ हैं | 
टिप्पणी : संबंध 
2 
0) + «८ 


दर्शाता है कि /()) N का वह भाग हैं जो > से स्वतंत्र Š । 
समीकरण Mdx+Ndy=0 के समाकलन का नियम 


यदि ƏM/ay—əN/ax, तव समीकरण यथातथ हूँ, अतः निम्न विधि अपनाइये : 
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6) M(x,y) का x के सापेक्ष समाकलन कीजिये, अर्थात y को अचर 


मानते हुए इससे V(x, )) प्राप्त होगा । 


k 


(ü) अब y $ सापेक्ष N(x, y) के उस भाग का समाकलन कीजिये, जो 


कि > से स्वतंत्र है, इससे 77()) प्राप्त होगा । 
अतः संपूर्णं पूर्वंग होगा : 


Vx, y) -F(y)=c 
उदाहरण : 
a) (x*—y)dx-+-(2—x)dy=0 
यथातथ समीकरण है क्योंकि 


W s हज मळ aN 
= — (0-7) = न्न 


अब 
JMdx= (४१ -- 9). dx=4x8— xy, 
यह समाकलन Y को भचर मानते हुये किया । 


का भाग जो > से स्वतंत्र है, वह १” है । 


व Idy =} 
भत: संपूर्ण हल हे । 


3 FY)—xy=C 
अन्य विधि : समीकरण का पुनविन्यास इस प्रकार करे | 


(dx +y2dy)—(ydx-- xdy)=0 
समाकलन करने पर 


$x} -. xy=C 


©) (> cos x-Lsin y +y) dx+(sin x+x cos y+x)dy=0 


जो कि Mdx-+-Ndy=0 के रूप में है । 


3M aN 
COS = 
ग x+cos »--] > 
अतः यह्‌ यथातथ समीकरण है | 
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५ को अचर मानते हुए M को X के सापेक्ष समाकलित करने पर 
[Mdx== [(y cos x+sin y+y) dx 


=y sin x--x sin y+xy 
चकि N का कोई भी पद x से स्वतंत्र नहीं है, अतः समीकरण का संपूर्ण हल 
होगा । 
y sin x+ x sin y+xy=C 


(3) हल करो : 


xdx+ ydy-+ =. =0 
यहाँ 
M=x— EE oq N=y-- RS 
(x2+y2) ° x+y 
अतः 


aM_ 7०-२० _ aN 
a (E) ०४ 


अर्थात समीकरण यथातथ È | 
समीकरण को निम्न रूप में लिखने पर 


काय (४4/- yd) _ 0 


I+ (y/x)° 


dix" +y’) + tan y/x}=0 


या 


अत: समाकलन करने पर व्यापक हल होगा । 
x?+y?+2 tan! y/x=c 
प्रश्‍नावली 8 
l. 2x(yex —]) dx-- ex dy=0 


2. (2x°+-3y) dx+Gx+y—)) dy=0 
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CIS yE 
dx OH) 


(397९७ 4 4x?) dx-F (229०४ * —3y2)dy=0 
(L ++4xy +27?) dx+(] +4xy+ 2x2) dy=0 
y sin 2x dx—(l + y+cos2 x) dy=0 


=) ४००१ ३ यन 


(x /(2+2)— y) FONE +y) —x)dy=0 


ह. W, ax+hy+g _0 
` dx ` hx--by+f 


9.  (९२--]) cos x dx+ e? sin x dy=0 
]0. (4599 - | /) dx+(3x$y?— l/y) dy=0 
l.3l समाकलन गुणक (Integrating Factors) 


à 


कुछ अवकल समीकंरण, जो यथातथ नहीं हैं, x व y के उचित फलन से 
गुणन के पश्चात यथातथ बनाये जा सकते हैं । ऐसे फलन को उस अवकल समी- 
करण का समाकलन गुणक कहते Š | 


समीकरण 
tan ydx+tan xdy=0 


अभी यथातथ रूप में नहीं है, किन्तु यदि हम cos x cos से गुणा कर दें, तब 
इसका रूप होगा : 


sin y cos x dx+sin x cos y dy=0 
जो कि यथातथ है, तथा उसका हल है 
sin y sin x=c 
.32 निरीक्षण के द्वारा समाकलन गुणक 


कभी कभी निरीक्षण के द्वारा समाकलन गुणक प्राप्त किया जा सकता ë । 
निम्न साधित उदाहरणों से यह विधि स्पष्ट हो जायेगी । हल करो । 


xdx+ ydy=(x*+-y2)dx 
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समीकरण में जो भाग x एवं y में सममित है, उसे वाम पक्ष में रखने पर 
xdx + xdx -tydy Tik 
+ 

अतः l/x2--y?2 समाकलन गुणक हैं, समाकलन करने पर 

3 log (2+y°)=x+ G, 
अंतिम हल है 

x? + ° = Cex 
(2) (४० -xy -- 94.४ -- (७१ + x2y+ x)dx=0 


पदों का पुनविन्यास करने पर 


(xy?) (xdx+ydy)+(xdy—ydx)=0 


पद xdy—ydx से आभास होता है कि । (x2--y2) समाकलन गुणक हो सकता 
है । इससे समीकरण में गुणा करने पर 


xdy—ydx _ 0 


Xxdx-Pydy-F जु = 


या 
; x ,  (dy—ydx)|x° o 
xdx-- ydy+ जका TE 
समाकलन करने पर 3 
pe +y + tan yx) =c, 
अंतिम हल होगा । 
x?+y?+2 tan- (y|x)=c 


(3) y(Gx’y--er)dx—e*dy=0 
पदों का पुनविन्यास करने पर 


(Jer dx— ex*dy)+-3x2y2dx=0 


८: f(x, y) प्रकार के फलन का अवकलन करने पर दो पद जो evf(x, y) एवं 
८४१(७, y) रूप के हैं, प्राप्त होंगे । प्रश्‍न में इस प्रकार के पद हैं, अतः तीसरे 
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पद में dx के साथ y नहीं होना चाहिये । अतः समालकन गुणक l/y? से गुणा 
करने पर 
[(e*/y)dx— (e*/y°] dy) +3x2 dx=0 
अर्थात्‌ 
- d(e*]y)+d(x®)=0 
समाकलन करने पर 
ex|y+ x =c 


प्रश्‍नावली 9 


निम्न अवकल समीकरणों में से प्रत्येक के लिये निरीक्षण द्वारा समाकलन 
गुणक ज्ञात करो, अतः उसे हल करो : ' । 
l. (233९*--707972)क स्वच 
2. (y--x2y2)dx--xdy=0 
3. y(2xy+e*)dx—e*dy=0 
4. xdy—ydx = 3x°(x2+ ४4४ 
3. (x+y)dx—(x—y)dy=0 
6. (2xy2e)--2xy3--y)dx+ (x ye J -- x2y2—3x)dy=0 
__ (संकेत A को समाहित करने वाले पद हैं) 
(2x९4 + ४१९ ००))--)४.(यथातथ अवकल ) 
इससे सुझाव मिलता है कि lyt संभावित समाकलन गुणक है । 


=y ~ 


7. y(2xy+ l)dx+x(] +2xy— xšy3)dy=0 


(संकेत : समीकरण को d(x2y2)--d(xy)xy2dy=0, के रूप में लिखने 
पर सुझाव मिलता है कि ]/%१) समाकलन गुणक है) 


8. xdx+ydy-+- 4y3(x2+y2)dy=0 
9. (x? +y? +x)dx+xydy=0 


.33 समाकलन गुणक ज्ञात करने के नियम 


नियम l- जब अवकल समीकरण Mdx+Ndy=0; प्रथम कोटि का n 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


z ] 


संकल्पना एवं हल 
घात का समघात समीकरण हो एवं Mx+NyÆ0, तब उसका समाकलन गुणक 
होता है : I(Mx+Ny) 


SMER A N dy=0 
Mx+Ny YT Mx+Ny 


यथातथ समीकरण है, अर्थात्‌ हमें सिद्ध करना है कि 


9 ( M )= 2 ( N ) 
P ay Mx+Ny J ax Mx+ Ny / 


aM M, भ्र) 
व MeN) oy Me EN TN+y छा 
Er ( Mx+Ny J MEN 
aM aN 
Ny 3y —MN—Myy- 
=a (Mx— Ny)° 


एवं 
aN aM aN 
? N (Mx+Ny) FN (< ae A ) 
“ax N Mx+ Ny )= (Mx+Ny) 
i aN aM 
| Mx Te उ 2777: e 
> = (Mx—+ Ny)° 
| इ M aM 
2 
X 22 Fee =L 
ox ay èy 2 
aN aN 
xy T+) =nN 
४ घात के समघात फलनों के लिये भाइलर प्रमेय के द्वारा 
T अतः 
| ७ क छ) 
| ay \ Mx+Ny — əx \ Mx—Ny 
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कर x र aM aN aN 
aN 3 = + ) र्‌ dx +y >) 
=? (Mx-+ N) ` 
_ १९११-0१) _ O 
(MxFNy) “` 
चूकि 
M x+ ४७५50 


यदि Mx+Ny=0 तब M|N=-— yx, अतः अवकल समीकरण का रूप 
होगा ydx—xdy=0 इसका समाकलन गुणक होगा l/xy 


विकल्प विधि: चूंकि 


l d i 
Mdx+Ndy=—}(Mx=+ Ny) = Mx— Ny Ss 
> e ( x Jt š Ny y )} 
च/2((0/८-१०१४(०६ xy)+(Mx—Ny)d(log x/y) 
या 
Mdx+Ndy | l Mx 
orm 2 (og Xy) My Ny ४0० xJy) (3) 


दिया { कि Mdx+Ndy समघात व्यंजक है, 


अतः 


Mx—Ny 3 
MxiNy | समघात ब्यंजक होगा । 


y 


अत; यह X/Y का. फलन होगा, किन्तु x/y= elogii) 


अतः (3) का रूप होगा 


Mdx-- Ndy xly 
TMx p Ny =U 70०8 +2 fe) ¿(log xy) 


-/2 d(log xy)+l/2 dF(elogtxly) (4) 


जहाँ F ऐसा फलन है कि dF(u)f(u) अब 4 का दायाँ पक्ष एवं y के एक 


फलन का यथातथ अवकल है | अतः दिये हुए अवकल समीकरण को 
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=N से गुणा करने पर हमें यथातथ अवकल समीकरण प्राप्त होगा | इस- 
. लिये ल्म एक समाकलन गुणक है । 
उदाहरण l. (।) हल करो 


(xi -ydx—xydy = 0 


समीकरण समघात हे, तथा 


== (27 
एक समाकलन गुणक है | इससे गुणन के पश्चात्‌ समीकरण बनता है । 
l x) / z) हे 
---- > dx —|— | 40550 
(+) Na) 


यह यथातथ समीकरण है क्योकि ' 


x के सापेक्ष समाकलन करने पर (अर्थात्‌ y को अचर राशि मानकर) 
4 

x x/ ] y D y 

Í Mdx= Í (= + == log x— + xí 


अब चूँकि N Ñ x W स्वतन्त्र पद हे ही नहीं, अतः अंतिम हल होगा 


l 7४ C 
log x— za T 
अर्थात्‌ , १५4३१ log x+ Cxš 
(2) हल करो 


(x2y—2xy2)dx— (९ -- 3xšy)dy-=0 
समीकरण प्रथम कोटि का समघात अवकल समीकरण है तथा, 
Mx-+ Ny=(x2y— 2xy2)x+ (3x2y—x9)y 


= 
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अतः समाकलन गुणक है 
]/x2y? 


laxy? से समीकरण में गुणन के पश्चात्‌ प्राप्त होगा 
(Ly —2/x)dx + (3Jy—x|y°)dy=0 
उपरोक्त समीकरण यथातथ है क्य्रोंकि 


oM 


x के सापेक्ष M का समाकलन करने पर » को अचरे मानेक्रर 
í Mdx= M=- 2) Us) log x 
JPN WS yam a y 


अब N में x से स्वतंत्र पद 3/7 है, 


J3/y dy=3 log y 
अत: समीकरण का व्यापक हल होगा 


x/y—2 log x+-3 log ०3८ 


अर्थात्‌ 


x/y+log 93/.४१--८ 
नियम 2 : जब समीकरण Mdx+Ndy=0 का रूप है 


yfiGydx FXf2(xy)d) =0, एवं Mx—Nys0, तवः समीकरण का 
समाकलन गुणक होगी 


/(Mx Ny) 
उपपत्ति : जैसा कि नियम । की विकल्प विधि में दर्शाया है 


Max+Ndy=I/2(Mx--Ny)d(log xy)+(Mx— Ny)d(log x/y)} 
या . 


Mdx+Ndy IM 
z Je = P ya log २0340०0४५9 0) 
न्तु 
Mx+Ny Hi) IG) 
Mx—Ny © xyfrGy)—yxf,(xy) 
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RR 


B एवं हल 
(९४०४ x) 
=F(log xy) 
अत: (5) का रूप हो जाता है 


MEE ॥/2 d(log 
Wry = 2 0085) dog MEZ ade 


जो कि यथातथ समीकरण है । 
अतः 
(/Mx— Ny) समीकरण Mdx+Ndy=0, का समाकलन गुणक É । 
यदि Mx—Ny=0, तव MIN =y|x, तथा 
समीकरण का रूप होगा 
ydx+xdy=0, 
जिसका हल है xy=c 
उदाहरण ; हल करो 
y(x2y2 2dr x(2 —2x2y2)dy=0 
समीकरण का रूप हे 
yf,(xy)dx +xfs(xy)dx=0 


j l 
Mx—Ny 3x 


तथा 


समाकलन गुणक है, 


क्योंकि 
Mx—Ny=3x y £0 


इसके गुणन के पश्चात्‌ समीकरण का रूप होगा-- 


:२॥०--2 2—2x2y? de 
3x3)? TE SE 
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जो कि यथातथ हैं क्‍योंकि 


aM —4 aN > 
छ ते 3X52 कक | 


अब M का समाकलन > के सापेक्ष करने पर (y को अचर मानकर) 


x */ ] 2 ses है ] 
f Mdx= | (= + ESH ) dx= 3 log x ESA xD 


N š x से स्वतन्त्र पद है -2/3 )/y 


अतत: समीकरण का हल होगा 
l l 2 E 
EN log x— BoR log y= Ci 
अर्थात्‌ 


x= 09%8॥४%* 
(4) हल करो 
y(xy sin xy+cos xy)dx+ x(xy sin xy —cos xy)dy=0 


इस समीकरण का रूप है I 
yfi(xy)dx + xfs(xy)dy=0, 


Mx—Ny=2xy cos xyz=0, 


एवं 


अतः समाकलन गुणक है 


l | 
Mx—Ny ` 2xy cos xy 


इससे समीकरण में गुणन के पश्चात्‌ प्राप्त होगा 


(9/2 tan xy+l/2x)dx+(x/2 tan xy— |2y)dy=0 
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यह यथातथ समीकरण हैं क्योंकि 
a l xy 


5 aN 
आए” = — = 2 = — 
छ 7 tan xy+ ठु 5९९८८४ 3x 


अब M का समाकलन x के सापेक्ष करने पर (y को अचर मानकर) 
x x 
Í Mdx = Í I/2(y tan xy-+l/x)dx 
= —(]/2) log (cos xy)+-(L/2) log x 
N में x š स्वतंत्र पद है —l/2y, अतः 
> l 
Í ( -5 = —If2 log) 


अतः समीकरण का हल होगा 


—(I/2) log (cos xy)+(I/2) log x—(4/2) log y= C, 


अर्थात्‌ 
x=cy cos xy 
नियम 3 : यदि 
l/3M oN š 
cn vo 


fC 
जो केबल x का फलन है, तंब ८ (१०% समीकरण Mdx+Ndy का समाकलन 
गुणक है । 


उपपत्ति : दिए हुए अवकल समीकरण को df से गुणा करने पर 
हमें प्राप्त होगा 


(Max + Nadel = yr qx N.dy 


यदि यह यथातथ है, तब 
aM, əN, 


99 ०% 
होना चाहिये अब 
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2M. 2 [fe dx है M [f(e)dx र 
न = न (Me )= ° (6) 


तथा 
aN, 9 fx) dx aN [f(x)dx [2045 z 
छत मिथ गवना C PRG S) 


अब प्रतिबन्ध से f(x) का मान रखने पर, 


f(x)dx N \ [fG)dx 
OE ah. el 
M gf 

9 


2 


y 


अतः (6) व (7) से स्पष्ट है कि 


aM, _ १0५ ठ 
१) ox 
उदाहरण 
5. हल करो 
(x+ y2-+ x)dx+xydy =0 

यहां 
M ay, aN _ 
छ १ a 


अतः समीकरण यथातथ नहीं है । कितु 
M aN AD a a= (t 
E कळ SU), 
एवं 
elfE)dx >= ग्र dx]x — logx —y 
अब समाकलन गुणक x से गुणा करने पर, समीकरण होगा 


+x --४१)०४ +-x2y dy= 0 
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अत: M को x से सापेक्ष समाकलन करने पर (अर्थात्‌ को अचर मानकर) 


x x xå 
Í Mdx= f (x3 xy + x2)dx= च्च mes 


चूँकि N में x से स्वतंत्र पद है ही नहीं, अतः समीकरण का हल होगा 


x क्ती 292 
न “नकल ley A 
अर्थात्‌ 3x44 6:22 44x3 =c 
नियम : 4 यदि 


जो कि केवल का फलन है, तव समीकरण Mdx+Ndy=0, का समाकलन 


गुणक है ० [F(y)dy 


उपपत्ति : निमम 3 की उपपत्ति के समान r । 


स्मरण रखने के लिये समाकलन गुणक ज्ञात करने के चारों नियमों को 
निम्न तालिका में दर्शाया गया हे । 


क्रमांक प्रतिबन्ध समाकलन गुणुक 
ila Tdv 0; घात हैं ¿Ps वरत 
Mdx+Ndy=0; समघात ë (Mx+ Ny) 
एवं Mx+ Ny#0 
° ] 
2. M=yf,(xy), N=xfx(xy) जत्र 
Mx—Ny=0 
l / 20 N \ f [f(x (dx 
a a 
I /3N aM E aE) 
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उदाहरण 
(6) हल करो 
(2xytey--2xy3+- y)dx 4+ (x2ytey—x2—3x)dy==0 
यहाँ 
aM 


> =8xy3%⁄-L2xytey--6xy° + l, 


aN »_4.M , oN 
— 2yxte)—2xy°— ऊ = 


अत: समीकरण यथातथ नहीं है 


किन्तु 
ONER ME SOS l o य 
X ay = 8xy 42 8xy 4 
एवं 
( aN aM se —4(2xy22 + 2xa?+ ]) 
x 0 ) )(2xy°e2+2xy°+ 0) 
—4 
=— =F) 
तब 


७0० ||, dy OR 4 log 9 __ IJy 


अतः समाकलन गुणक l/yt से गुणा करने पर समीकरण होगा : 
(2xe>--2x|y+- |y°)dx-- (x° —x°|y2—3 x|yt)dy=0 
अब M का समाकलन x के सापेक्ष करने पर (Y को अचर मानकर) 


[max = | (22० +2 xiy ly de =x% 34+ x] y+ x] 


`ç, 


चु कि N में x से स्वतंत्र कोई पद नहीं है, अतः समीकरण का अंतिम हल होगा 


. 


x°ey--x2|y+x|yš=c 
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i i l 
संकल्पना एवं हल 
नियम 5 : यदि अवकल समीकरण का रूप है 


xayb(mydx+nxdy)+ XY pydx+qxdy)=0 


जहां a, b, m, n, 7, s, p एवं q अचर हैं; 
तब समीकरण का एक समाकलन गुणक है 
xhyt 
जहां h एवं k इस प्रतिबन्ध के द्वारा प्राप्त किये जा सकते हैं कि xhyk से गुणन 
के पश्चात्‌ समीकरण यथातथ हो जायेगा । 


उपपत्ति : प्रतिपादित समाकलन गुणक, xhyk, से गुणन के पश्चात्‌ समीकरण 


होगा 
(mxa+h ybtk+l +px"*hys+ ktl)dx 


d (nxa+h ttyb+k उः qxrth+iys+k)dy =0 

चूँकि अब उपरोक्त समीकरण यथातथ हैं, अतः इसमें 

2M धो 

99 ox 
शार mie +k+-)x2thyb*k+p(s+k+] )xr+hys*k 
=n(a-+-h + l)xatbyb+k--q(r +h+ रत गी हे 
अतः दोनों पक्षों के समान पदों के गुणांकों की तुलना करने पर हमें प्राप्त होगा 

m(bk+D=n(a+h+!) 

a p(s--k-Fl)=q(r+h+ ) 


इन दो समीकरणों को हल करके h एवं k प्राप्त होगा । 


उदाहरण 


6. हल करो र 
x(4ydx+ 2xdy)+ y°(2ydx + Sxdy)=0 
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समीकरण अभी यथातथ नहीं है, अतः xhyk रूप का समाकलन गुणक | 
होगा । इससे गुणन के पश्चात्‌ समीकरण का रूप होगा । 


(xh yen 3.8 ykt4) dx+(2xht? yk+ 52677 yt) dy=0 (4) 
यदि यह यथातथ समीकरण है, तब 2///2)=०॥/०% होगा, अर्थात 


4(--) wir yk--3(k-+4) xh शीर 
=2(h+2) xh ytFS(h+l) xh yk+3 


अतः दोनों के समान पदों की तुलना करने पर हमें प्राप्त होगा । " 
4(k+])=2(h+2) 
एवं 


3(k+4)= 5(h+-) 


इन समीकरणों का हल है h=2 एवं k=l 
अत: समीकरण का समाकलन गुणक है x2y 


h एवं k के मान समीकरण (4) में प्रतिस्थापित करने पर 
(4x5y° + 3x2y5) dx+(2xty+5x3y$) dy=0 
अत: M को x के सापेक्ष समाकलन करने पर 


(y को अचर मानते हुए) 


|: Mdx= f (4x8? +3x?y5)dx 
— 20098 + x= C 
अब चू कि N में + से स्वतंत्र पद है ही नहीं, अतः समीकरण का ब्यापक हल है। , 


x 4y2 + x 3y5 =c 
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प्रश्‍नानली ।0 
निम्न अवकल समीकरणों के समाकलन गुणक ज्ञात करो, अतः उनको हल 
करो : 
l. y?dx+(x?—xy—y’)dy=0 
2. yOxy+]) dx--x (l +2xy—x8y2) dy=0 
3. ydx--x(] —3x2y2) dy=0 
y(20x2--8xy-+-4y3--3y9) dx+4x(x + पेन) dy=0 
5. (209 4079 + 2297+-2)/ -- 20) dx+ 2(93 -- ४४४ +- x)dy=0 
(४१ --/१-+ 22) dx +2ydy=0 
(x+y) dx-F-2(x2y2 +x +y*) ay=0 


y(3x+2y2) dx+2x(2x--3y°) dy=0 

9. (8ydx--8xdy)+x2y8 (4ydx+ 5xdy)=0 x 
0. (xy2--2x2y3) dx+(x°y—x?y?) dy=0 

Il. (x3ex—my2) dx+mxydy=0 

2. (3x2y4--2xy) dx + (2x2y2—x2) dy=0 


I3. yyFxyFD dx+x(x2y2—xy+ l) dy=0 
t विविध प्रश्नावली ।! 


निम्न अवकल समीकरणों को हल करो : 


dy OD 2 
Oi कु ४2 
dy XY र z 
2 dx ळक 
3. (०--७१--८?) xdx+ (x° —y2—b2)ydy=0 
dy SYS 
4 x ता Es y 
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5:  secêy 2+ 2x tan y= x? 


d 
6. e+=! 
7, y(+xy)dx+x (— xy) dy=0 


X— 29 2 
8. (x—y) ल a 


dy, y log y y (logy). 
१७ क x x2 


x 
ll. (+००) कातळ =) fo 


I2. (x+D) 2 TIED 


dy ax+hy+g _ 
कक 7 


l4. yy cos x=y" sin 2x 
l5. y(ydx+-2xd))=x(2ydx--xdy) 


I6. 2sin —y cos x= xySe* 


I]. 7 =e% (ex— e> ) 


I8. dy_ नाक! 
ZT TED 


I9, 3e* tan y=(er—] ) sc) 2 $ 


| 20. RC --2222-29 
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2i. 


22. 
23. 
24. 


25: 


26. 


४28 


28. 


29: 


30. 


3l. 


32. 


33. 


dy _ y’—2xy—x? 
dx y F2xy—x? 


(y+ xy) dy=dx 
xdx-+ydy=m(xdy— ydx) 
xdy=(y--xyš% (l +lIog x)}dx 


409 235 (B+) +242)? 


xdy—ydx=x4 (x° — y?) dy 
(xy3—y— ४१९७) dx-+3xy*dy=0 
(संकेत : ya=vx, प्रतिस्थापित करो) 


y (y—2x°) dx +x(2y?— x?) dy=0 
dy a 3__] 
ite) 


x= yl —x tan x)+ x2 cos x 


dy _ xs 
x व+? e 
को हल करो, दिया है y=0, जत्र x=l 


यदि समीकरण Pdx-- Qdy=0, एक समाकलन गुणक p (जो कि केवल 
x का फलन है) के द्वारा यथातथ बनाया जा सकता है, तो सिद्ध करो 
कि: 


y से स्वतंत्र होना चाहिये । 


4) 
dx 
को हल करो, 


दिया है y=0, जब x==|3 


27 tan x=sin x 
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ER 
34. [द्य tn 2) 750 
355. D  2x—y+I | 
~ dy x+2y—3 


l.4 हल का अस्तित्व एवं अद्वितीयता 

(Existence and. Uniqueness of solution) 

इस अनुच्छेद में हम उन प्रतिबन्धों का अध्ययन करते हैं जिनके अंतर्गत 
किसी प्रथम कोटि के अवकल समीकरण के प्रारंभिक मान समस्या (initial value 
problem) के अद्वितीय हल का अस्तित्व हूँ । 


यदि किसी भौतिक समस्या का गणितीय प्रादर्श (mathematical model) 
एक साधारण अवकल समीकरण हूँ, जिसके साथ कुछ प्रारंभिक प्रतिबन्ध भी हैं 
तब इस प्रादशं के निम्न गुणधर्म भी होना चाहिये, तभी वह भौतिक समस्या का 
उचित निरूपण कर सकेगा । 
(i) दिए हुए प्रारंभिक प्रतिबंधो को संतुष्ट करने वाले एक हल का 
अस्तित्व होना चाहिये । 
(ü) उपरोक्त हल अद्वितीय होना चाहिये । 


इस अध्याय में कुछ विशेष रूप से अवकल समीकरणों को हल करने की 
विभिन्न विधियों का हमने अध्ययन किया है । प्रारम्भ में गणितज्ञों को यह 
विशवास था कि वे किसी भी अवकल समीकरण को हल करने की क्षमता रखते 
हैं, किन्तु कालांतर में उन्हें यह समझ में आ गया कि यह असंभव है। तब 
प्रश्‍न उठा कि क्या सामान्य अवकल समीकरण के हल का अस्तित्व है कि नहीं । 
पिकाड के प्रमेय ने इसका सकारात्मक जबाब दिया हूँ। इस प्रमेय का अध्ययन 


करने के पहिले हम रिकाडं की उत्तरोत्तर सन्निकटन की विधि का अध्ययन 
करेंगे । 


].4 प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के अवकल समीकरण के समाकलन की 
पिकार्ड की उत्तरोत्तर सन्निकटन की विधि : 
(Picard’s Method of Successive Approximations) 


हम निम्न प्रारंभिक मान समस्या का हल प्राप्त करेंगे । | 
| dy K 
| ऋ 2), Y= () 
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जहाँ बिंदु (Xo Yo) के किसी सामीप्य (neighbourhood) में फलन (x, y) 
संतत है । 

अब (l) का समाकलन करने पर 

y= ffx, y) dx+c 


तथा प्रारंभिक प्रतिबन्ध का उपयोग कर, हमें प्राप्त होगा : 
x fi 
y=y-+ (कोका (2) 


समाकल्य (integrand) में ) की उपस्थिति के कारण समाकल का मान ज्ञात 
करना क्लिष्ट होगा, अतः हम उत्तरोत्तर सन्निकटन की विधि का अनुप्रयोग 
करेंगे । हमने प्रारंभ में ही मान लिया है कि फलन (fx, y) संतत हैं । यह भी 
हमारी मान्यता हे कि अन्तराल (१4०) .छोटा है, तथा इसके संगत y में वृद्धि 
भी छोटी है । 


समाकल (2) में को जगह Y रखने पर हमें y का प्रथम सन्निकटन प्राप्त 
होता है : 
x f( 

Vi=Yo (का (3) 
अब चूँकि (3) में समाकल्य केवल X का फलन है (७ अचर राशि है), अतः 
यह समाकलित किया जा सकता हैं । अब इसी प्रकार इस मान Y, को समाकल 
(2) में रखने पर हमें द्वितीय सन्निकटन 7, प्राप्त होगा : 

yi | f(x, y) dx (4) 
0 


इसी प्रकार तृतीय सन्निकटन Ys निम्न रूप से दिया जायेंगा । 


Y= Yo Ë f(x; 72) dx (5) 


XP ez 


इस प्रक्रिया को उत्तरोत्तर आगे बढ़ाने पर, हमें !वां सन्तिकटन निम्न रूप में 
प्राप्त होगा, 
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x K 2 
Yn= Yo | X, Yn-ı) dx 
0 
टिप्पणी : इस विधि के प्रणेता इ० पिकार्ड थे, जो कि पेरिस विश्वविद्यालय 
में गणित के प्राध्यापक थे । 
उदाहरण : पिकार्ड विधि से निम्न समीकरण को हल करो : 


Dy; जब ४550, तब y=! 
dx 


y का तृतीय सन्निकटत प्राप्त करो | 


हल : यहां 


f(x, ))55४-७, ४0, Yo=l; 
तब 
x 
शप | S Yo) dx 


= | (¥—]) १४2 १४--४--], 


४.3४ | Is | +|, (—I/2 x2--2x—)dx 
=—(l/6) X?+X?— X+! 
x K J 
Y,=Y,+ | f, रोका +Í (/6 xs— x2+-2x— Idx 
0 


| 
24 


x ४१ +x? — x4 [ 


टिप्पणी : दिए हुए अवकल समीकरण का qim हैं । 
y=x—I]—ce-* 


दिये हुए प्रारंभिक प्रतिबन्धों, x=0, »-- को संतुष्ट करते वाला विशेष हल 
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होगा y=x—I+2e-x e को इसकी मैकलारिन श्रेणी से बदलने पर विशेष 
हल का रूप होगा : 


l 
y=l --.४--२४४- LH — xi-— — x5+...... 
इस हल को उपरोक्त प्राप्त किये गये उत्तरोत्तर सन्निकटन से तुलना करने पर 
ऐसा ज्ञात होता है कि पिकार्डा विधि के द्वारा प्राप्त किये गये सन्निकटनों का 
अनुक्रम सीमांत में वास्तविक हल की ओर अग्रसर होता है 
(2) पिकार्ड विधि से हल करो : 

d : 

z =2— Z जहां y=2 जब x=] 
सामान्य विधि से भी इसे हल करो : 

f(x, y)=2—y|x, X= I, 762; 


=2+ | (2-0/20 dy 


अतः y के मान का प्रथम सन्निकटन, yy प्राप्त होगा जबकि उपरोक्त समाकल 
में हम y को Y.=2 से बदल देंगे, अर्थात 


y 2+Í (2-2/:0 dx 
x 
=2+|2x—2 log x =2x—log x 


इसी प्रकार समाकल में » के स्थान पर y, रखने पर द्वितीय सन्तिकटन y, MA 
होगा a 


स्त | ( 224-208 =) 


=2%+-(l०8 x)? 
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अब y के स्थान पर समाकल में 7 रखने पर तृतीय सन्निकटन 25 प्राप्त होता है ; 
] SV 2 a 
37) =o j ol hds 
ग l 


— 2 +|2x—2 log x— 4 (log x] 


x 
/) 
=2x—2 log x—4 (log x)? 


सामान्य विधि : 


अर्थात 
(Qx—y) dx— xdy=0 


जो कि स्पष्टतः यथातथ समीकरण है | 


पुनविन्यास करने पर 


2xdx—(ydx+xdy)=0 
समाकलन करने पर 
x2— xy=c, 
किन्तु जब 
x=], y=2, : x?—xy=| 
अर्थात 
y=x-+I/x 


l.42 लिपशीज्‌ प्रतिबन्ध (Lipschitz condition) 
परिभाषा : कोई फलन f(x, y), जो कि xy तल के किसी डोमेन D में 


परिभाषित एवं संतत है, » में लिपशीज्‌ प्रतिबन्ध को संतुष्ट करता है (या कि ? 


में लिपशीज्‌ संतत है), संकेत रूप में /eLip y’, यदि ऐसे धनात्मक अचर k का 
अस्तित्व है कि D में बिन्दुओं के प्रत्येक युग्म (x, ),), (७ 9५) के लिये 
| fs, YI D| <k|y,—)l ( l) 


अचर k लिपशीजु स्थिरांक (Lipschitz constant) कहलाता ë । 


| 
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6] 
उदाहरणार्थ : f(x, =x, जो कि तल के किसी भी सीमित भाग में 
संतत हे, डोमेन D: |#|<|, [५|<|, में लिपशीज्‌ प्रतिबन्ध को संतुष्ट करता है 
क्योंकि 


S, y,)—J(x, yi)| "८४४१-०० xy =y y) V+) 


Es y) —J(x, y)|<|x|-|y: +l] y2—yl 
किन्तु 2 में 


|x|<!, [Yall + | [€2 
<2|y,—y.| 


अर्थात यहां लिपशीजु स्थिरांक 2 ë । 


प्रमेय 4 : मान लो कि वास्तविक मान फलन /(%, y) एवं //2/ एक 
आयत R में संतत हैं, जहां 


R={(x, y): |x— xo! <a, |Y — Y0) <b}, i 
अर्थात 2 बिन्दु (xo, yo) पर केन्द्रित है । यदि 


|[७/५) fOr y)|<K, (x, eR, 
जहां K धनात्मक अचर है, तब / म /(%, y) लिपशीजू श्रतिबन्ध को संतुष्ट 
करता है, तथा K लिपशाजु स्थिराक हे । 


उपपत्ति : यदि RÑ (x, yı) एवं (x, y.) दो बिंदु हैं, तब माध्यमान प्रमेय 
के द्वारा ऐसी वास्तविक संख्या n का अस्तित्व है y, <n<y, कि 


Je y) =x, y= f(x, n) Wa—y) 
चू कि बिदु 
(x, n)e R|ə/əy| f(x, n)|< K, 
अतः हमे प्राप्त होता ë 


ICID AICI) 
अर्थात्‌ R में f(x, y) लिफ्शीज प्रतिबंध को संतुष्ट करता है । 
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टिप्पणी : y में लिप्शीज्‌ सांतत्य =>) में सांतत्य, किन्तु इसका विलोम सत्य नहीं 
हैं । 
परिभाषा (!) से स्पष्ट है कि जब yya तब 
f(x, yi) >f(X yz) 
किन्तु f(x, y)=y" डोमेन 2 में, संतत है, जहां 
D=(zx, y) : rll. ISI) 
किन्तु 
Ş f(0,y)—f(0, Qly =0= Uv} 


मूलविन्दु के प्रत्येक सामीप्य में अपरिबद्ध है, अतः f(x, y)D में लिपशीज्‌ 
प्रतिबन्ध को संतुष्ट नहीं करता है । 


L.43 पिका प्रमेय (Picard’s Theorem) 
मान लो fx, y) एवं १/१) एक संबृत्‌ आयत -2 में संतत है 
R : |x—xolKd, |y—Yol>b, 
एवं R में |/(x, )|<M, 7=प्यून (a, b/M), तथा |aflay| <N, 


तब प्रारम्भिक मान समस्या dy|dx= f(x, y) ; 0559७ जेब x= xo का किसी 
अंतराल |%--%7|< में अनन्य हल का अस्तित्व है 


उपपत्ति : हमें समीकरण 
=+ |, Sœ टोक 


के हल का अस्तित्व सिद्ध करना हे । हम पिकाड विधि से उत्तरोत्तर सन्निकटन 
YoYo - - . Dp >. के अनुक्रम का निर्माण करेंगे । हमें ज्ञात है 


Yn) =y + (रण, Yn=ı)dX 


जहां l n=], 2,3.. - १ 
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हम निम्न पांच सोपानों द्वारा सिद्ध करेंगे कि जब no, y, इच्छित हलो की 
ओर अभिसरित होता है । 


(i) चूंकि f(x, y) एवं ४0०५ का अस्तित्व है एवं संतत है, अतः प्रमेय A 
से f(x, y) लिपशीज प्रतिबंध को संतुष्ट करता है । अतः 


| f(x, 72) — f(x, Yo)l < N|y, —yi, 
जहां N faqa स्थिरांक है । यदि 
Yi=y0 + Ë J(x, Yo)dx, 


समीकरण के हल का प्रथम सन्निकटन है, तब 


x K | 
॥॥.-०/ As x, Yo)dx 
x 
<| | fx, vola 
x0 
<M|x—x|<Mi<b 


अतः अंतराल |x —x,|<I में वक्र y=y,(x)R में स्थित है मान लो y= yn a(x) 
2 में स्थित है, तर 


०१ ||, e mds 
x0 i 
<M|x—x|<MI<b 


अतः आगमन (induction) के द्वारा परिणाम 7 के सभी मार्नो के लिये 
सत्य है । 


(ii) अब हम दर्शाते हैं कि 
ORS ८-७” 


पहिले #-- के लिये, |y, —y,|<M|x—x.| 
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अब मान लो कि परिणाम n के लिये सत्य है, तब 
x Ç K z x 
nn) —Jn(>)] < ls | ॥(%, YI Yn) ld 


(7 
<| | Yn — Yn-ıldx 
x0 


MN” (४ 
— x—x,|"dx 
< n! | ii | x ol 
MN” 
घा शां | 


Gü) इस सोपान में हम सिद्ध करेंगे कि अनुक्रम (ya(x)) संवृत्त अंतराल 
|x—x,|<! में एक समान अभिसारी है । चू कि 


n 
Yn=Vo + 2 š Wr— Yr) 


हमें प्राप्त होगा 


n 
AES | 20 | नि z | Yr—Yrıl 


MNr-: 


n 
<|)०| Z i |x—xo|” 
r=] r; 


n 
<ly +MIN 2 M |yol + MIN(eNI-I) 
T=] > 


. अतः अंतराल |४- 2 |<। में अनुक्रम (y,(x)) एक y x) की एकसमान अभिः 
सारी है । चू कि प्रत्येक y (x) एक अनिश्‍चित समाकल है, अतः संतत है, इस 
लिये y(x) भी संतत है एवं y(xo)=y) 
(iv) अब हम सिद्ध करेंगे कि y(x) ही इच्छित हल है । | 
चूंकि | I 
| SEs, y)—f(x, y,)|<N|y—ynl|, 
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एवं /॥->५ एक समान रूप से, अतः xxo) पर f(x, ya)>JG% y) एक 
समान रूप से तथा 


x — i = } i A 
PE oe ie) 


x0 


= yo | lim f(x, y,)dx 
x0 n— > 


x 
= yo + | x f(x, y)dx 


(v) हल की अद्वितीयता (Uniqueness of the solution) 


मान लो 


x F 
y=x+ |, 08 Dax 
एवं 


2२% ia f(x, z)dx 


दो भिन्न संतत हल हैं जों कि दिये गये अवकल समोकरण को संतुष्ट करते 
हैं। मान लो कि 


|x= x< पर |y(x)—z(x)|<; N ; तब 


[9000-2६ æ y) गी 2० 
<j" । 7६ 20-0५ dlld 


<K j: |y—zl|dx] 
x0 


< KN|x—xol 
अतः 


[/(५)-2(>)|< थो Í |x—xə|dx 


<N 


X— xo |? 
त्र | 
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उपरोक्त असमानता का पुनः उपयोग करके हमें प्राप्त होगा 


|x— xol" 


|y()—z@)|<K'N — 
जहाँ |x—x;|<! 
अब चू कि श्रेणी 
$ NDE 
Amd n: 
अभिसारी है, अतः टी 
n 
lim ( x —>0 | 
॥-> 2 8 


अतः 
y(x)=z(x), अर्थात्‌ हल अद्वितीय है । 
प्रश्‍नावली p 


l. पिकार्ड की उत्तरोत्तर सन्निकटन कौ विधि से dyjdx=y जबकि =], 


x=0 को हल करो । 
2. निम्न प्रारम्भिक मान समस्या के लिये 4५/५५=४-+-)2, y(0)D पिकाडं 
की विधि से प्रथम तीन सन्निकटन y,, y, एवं », प्राप्त करो | 
3. दर्शाओ कि लिपशीजु सांतत्य*च्सांतत्य, किन्तु इसका विलोम सत्य नहीं हैं। 
4. पिकाडं विधि का उपयोग करके » का सन्निकट मान ज्ञात करो, जबकि | 
x=Q.] dyldx=3x-+-y, =] जब x.=0 
3. दर्शाभो कि यदि फलन / एवं g लिपशी ज्‌ प्रतिबन्ध को संतुष्ट करते हैं, 
तो /+-8 भी इसे संतुष्ट करेंगे, कितु /.g नहीं । 
6. 


दर्शाओ कि fæ, 7)29*, आयन 2 में R: |४|<|, |५|<| लिपशीज्‌ 
प्रतिबन्ध संतुष्ट करता है, लेकिन पट्टी (strip)|x|< |, |y|< eo में नहीं 
करता । 
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प्रथम कोटि के समीकरण, किन्तु 
प्रथम घात के नहीं 


2 प्रथम कोटि फे अवकल समीकरण का रूप 
प्रथम कोटि के अवकलन समीकरण का खूप हैं 
JG; > y ) =0 JGx, Ys p) =0 
जहां सुविधा के लिये ५'=८५/4४ की p से बदल दिया गया हैं | यदि 
p की घात एक से अधिक है जैसे कि 88-7(/--3)->च0 में समीकरण प्रथम 
'कोटि एवं उच्चतर घात का है (यहाँ, तृतीय) 
प्रथम कीटि एवं # घात के व्यापक समीकरण को निम्त रूप में लिखा जा सकता 


>. 


ह्‌ 
pnp, 707 +/8 277 +. . -HPna pt pa=0 (l) 


जहाँ ,, Pa, Pn सभी x एवं } के फलन हैं । 

निम्नलिखित विधियों में ते किसी एक (वा ए# मे अधिक) के द्वारा ऐसे 
समीकरणों का हल संभव है । प्रत्येक स्थिति में समीकरण को इस प्रकार समा- 
नयित किया जाता हैं कि प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के समीकरण (एक या 
अधिक) हल करना पड़े । 
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इस अध्याय में जिन हलनीय समीकरणों का हम अध्ययन करेंगे वे निम्न 
प्रकार के हैं--- r 
(i) p के लिये हलनीय (solvable for p) 
(i) y के लिये हलनीय 
(iii) > के लिये हलनीय 
(iv) >-रहित|/-रहित 
(v) > एवं y में समघात 
(vi) क्‍्लोरो समीकरण, y=xp--f(p) 
(vii) लैगरेंज समीकरण y—xg(p)+f(p) 
2.ll 7 के लिये gada समीकरण 


(i) इस स्थिति में समीकरण () के वाम पक्ष को, 7 में बहुपद मानते 
हुए, n वास्तविक रैखिक गुणनखंडों में वियोजित किया जा सकता ë । अतः (!) 
को निम्न रूप में लिखा जा सकता है-- : 

(p=F) (p—F,). . .(p—F,)=0 (2) 

जहाँ प्रत्येक F; x एवं y के फलन हैं | 

समीकरण (l)y के उस मान से संतुष्ट होगा जो कि (2) के क्रिसी भी 
गुणनखण्ड को शून्य कर दे । अत: (]) के हलों को ज्ञात करने के लिये (2) के > 
प्रत्येक गुणनखण्ड को शून्य के बराबर लिखो, एवं, इस प्रकार प्राप्त प्रथम कोटि' | 
एवं प्रथम घात के # समीकरणों को हल करो । 


d 
A (७ gg SFiS I), o Fn, y) 


मान लो इनके हल हैं 
AG, 25 cı)=0, h, Ys c;)=0 * 55 falx, Y, Cn) =0 (2) | 


चु कि ८, ८, . . . ०; समाकलन के स्वेच्छ अचर हैं, और समीक रण प्रथम 
कोटि का होने के कारण, केवल एक ही स्वेच्छ अचर को समाहित किया जा 
सकता हूँ, अतः हम ८,८, . . . «5-८ रखते है | 
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प्रथम कोटि के समीकरण 
तब () का पूर्वग निम्न गुणनफल होगा-- 


J, Y, c) f(x, y, c) & Ip fn, y, c) =0 


उदाहरण 
xyp +(x +27-+-97)7 +x +००)१-० 

या 

(xp+x+y) yp+-x)=0 
अर्थात्‌ 

xp+x+x=0 
एवं 

yp+xdx=0 
या 
(xdy+ydx)+xdx=0 

एवं 


ydy+xdx=0 
इनका समाकलन करने पर 


2xy+x?—c=0 x2+y2—c=0 
अतः समीकरण का पूर्वंग है 


(2xy+x?— c). (x? +y?—c)=0 
2) हल करो 
í ) p p?+2py cotx —y*=0 


दिये हुए समीकरण को p के लिये हल करने पर 


p=!|2{—2y cotx+ A/(4y2cot*x+4y2)) 
=(—cotx+cosec x)y 


या 
न =(—cot x+cosec x) 
एवं 
4) _ _ (cot x-+cosec x)y 
dx 


समीकरण (i) के चरों को पृथक करने पर 


| ८2 |= cot x+-cosec x)dx+log ८ 


(५ 
k i 2+log c 
log y=—log sin x+log tan x/2+log 
Š ] tan x/2 
OE sin x 
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या y sin x=c tan x/2 
या 

y sin x—c tan x/2=0 (iii) 


इसी प्रकार समीकरण (ii) का हल 


log y=— (log tan x/2--log sin x)-+log c 
या 
y sin x tanx/2—c=0 ° (iv) 
अतः समीकरण का पूर्वग (iii) एवं (7) से प्राप्त होगा 
(y sinx—c tan x/2) (y sin x tan x/2—c)=0 
(3) हल करो 
27-/(७४४--२४७--०/)5२)(४-+)) 5-0 
यह सुगमता से देखा जा सकता हे कि p के बराबर *या » या --(४--)) 
रखने से समीकरण शून्य हो जाता है | अतः समीकरण के वाम पक्ष को गुणन- 
खण्डों में वियोजित करने पर 
(p—x) (9-2) (p+x+y)=0 


अत: हमें प्रथम कोटि एबं प्रथम घात के तीन समोकरण हल करना है, जो इस 
प्रकार है 
p—x=0 p—y=0 p+x+y=0 


0) GD (iii) 
(i) का हल स्पष्ट है 2x+x?—c=0 
(i) का भी सुगमता से ज्ञात होगा y=ce*=0 
(ii) के लिये हमें x+y=v प्रतिस्थापित करना होगा, तब ४/५ 7 


समाकलन करते पर — log (I—v)=x—c;, 
या 
l—(x+y)=ce=* 
अर्थात्‌ 
]—yx—ce=x*=0 
अतः दिये हुये समीकरण का पूर्वग होगा 


(2y—x*t—c)(y— ccs) ( [Sve y—ce-*)=0 
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प्रथम कोटि के समीकरण 7 


प्रश्‍तावली 3 


— 


xyp?— (yp xy =0 
P+ 297१ -)700१-- 270700 0 
29" -+- px+py+ xy= 0 
—(x+2y + Dp (20 2xy)p*—2xyp= 0 
(490९ 
sa 2) —bx=0 


= ७ dN 


6. p+p—2=0 
`. d 
k x2 (2) —2xy --(2y2— x2)=0 
8. xpF(—l—x)p—x—D=0 
2.2 के लिये हलनीय समीकरण 


Gi) यदि अवकल समीकरण को के लिये हल किया जा सकता हे, तव 
वह निम्न रूप में लिखा जा सकता है 


y=f(x, p) (0) 
समीकरण को > के सापेक्ष अवकलत करने पर 


dy_ f 3f dp p 
q Px top d F(x p, Z) 
यहू p एवं x में प्रथम कोटि एवं प्रथम घात का समीकरण है । इसका हल प्राप्त 
करना सम्भव होना चाहिये । मान लो कि हल हे 

$ (x, p, c)=0 (2) 
अब (l) और (2) की सहायता से p का विलोपत करने पर हमें समीकरण (!) 
का हल प्राप्त होगा । यदि विलोपन करना. सम्भव नहीं है, तब यह माना जा 
सकता है कि समीकरण (! ) और (2) से प्राचल P के पदों में x एवं ” का मान 
ज्ञात हो जाता है । 


उहारण (।) हल करी 
y=(2+p)x+P 
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> के सापेक्ष अवकलन करने पर 


E p dp 
p=(2+p)+ "2 


या 
E: dp 
—2=(x+2p) ax 
अर्थात्‌ 
CLP x 
र" DD 


जो कि x व p Š ¿fas समीकरण है । 
समाकलन गुणक है ८४० अत: इसका हल हैं 
xet? = [(—p) . ebl2dp-+ € ` 
= —2pebl2 + 4ebl2 +c 
x=2(2—p)cerb2 
> का मान दिये हुये समीकरण में भरने पर 
y=8—p*+(2+p)ce-bl2 


अतः x एवं ) दोनों को प्राचल 2 के पदों मे ज्ञात किया । यही समीकरण का 


हल है। 
(2) हल करो 
25222 -+- २१४१ 
> के सापेक्ष समाकलन करने पर A 
A 

p=2p+2xp' + (2x+4x?p?) Z 
या 

PCL +2xp%) + 2x(l +-2xp)0P — 

dx 

अर्थात्‌ 

(l +2%% ४ + 252) =0 

_ be 
यदि 
म ] +2xp3=£0, ; 

हमें प्राप्त होगा द्द j 
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| | या dn dx 


अतः समालकन करने पर 
log p= — 2 log x+c;= logv/(clx) 

p= v (e|x) 

p का मान समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर 
y= 2 / (ax) 4c? 

> अतः समीकरण का पूर्वग है 
(y—c2)2=4cx 

2.3 x के लिये gada समीकरण 

(iii) इस समीकरण का रूप होगा 
x=/f(y, p) 
Y के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 


dx l əf, əf dp s A 
dy p 9) P dy Fly, p> dy 


जो कि प्रथम कोटि एवं प्रथम घात का समीकरण है । अतः समीकरण 


P 
को हल करके हमें प्राप्त होगा 
$, p; e)=0 
अब दिये हये समीकरण x=f(y, p) एवं $=(y,p, °) की सहायता से p का 
विलोपन करने पर हमें समीकरण का पूर्वंग प्राप्त हो जायगा । यदि विलोपन 
करना सम्भव न हो, तो, x एवं» को अलग अलग» के पदों में दर्शाया जा 
सकता है, यही समीकरण का हल होगा । 
लर 


उदाहरण 
(3) y=3px--6p2y° 


हर 
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x के लिये हल करने पर 
3x=y|p— 6py° 


Y के सापेक्ष अवकलन करने पर 


3. Y 4 620४७ 
p p 22252 a 


y 


अर्थात्‌ 
] (> NG 
2p( + j+ ar Gy )#- 0 
या 
USN 2) 
(at s. किक Dd 
अतः यदि 


5 di 
peT 6)/+ 0, 2p+ > =0 


इस समीकरण को हल करने पर प्राप्त होता है 


CI 


log y=log Aa 


या py =c अतः दिये गये समीकरण में p का यह मान रखने पर प्राप्त होगा 


»=3 x +6 > 
अत: हल है 
¥=3xc+-6c?=3c(x+-2c) 
(4) x=py—p° 


Y के सापेक्ष अवकलन करने पर 
i dp 
DID 20 
P को स्वतन्त्र चर मानकर पुनविन्यास करने पर प्राप्त होगा 
ly dy 
( ध a क्ट = 2p 
या 
dy: p 2p? 
कर (PT CD) 
यह्‌ प्रथम घात का रैखिक समीकरण है | 
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oe 


| समाकलन गुणक है 
r JPI — 


अतः इसका हल टै 


D) 6७१/(7१--]) 
y(p—D= | ल ) dp+c 


टि i dp st 
2= [vidot] Zr 
=p(p’—D+ cosh™ip--e 


-- ९059077 © 
PHI 


y का यह मान दिये गये समीकरण T रखन T< हा 
x=p(c+cosh p)(p°— SOA (ii) 


ii) à = नेता है 
G) एवं Gü) से समीकरण का हल ज्ञात होता है | 


प्रश्‍नावली l4 


y=2xp—p° 
2. p’—py+x=0 
3. x—yp=ap' 

4, x2-Fp°x==yp 


š 5. y=sin p—p ९०5 p 
6. y=p°%x--p 
7. p—2xyp+4Y=0 
| 8. y=2px-yp° 
| 9. y? log y=xyp+p° 
| lO. ४४६ 7-- ) +-222 =0 
=Y 


ll. xp2—yp—y=0 
]2. xp?—2ypt4x= 0 
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2.l4 »-रहित/7-रहित समीकरण 
(iv) (Equations that do not contain x or y) 


जब समीकरण > से स्वतन्त्र है, तव उसका रूप होग। 


f, p)=0 
अब यदि यह 7 के लिये हलनीय है, तब हमें प्राप्त होगा 
: x: 
DO) 


जिसमें चर पृथक्र्करणीय है, अतः यह समकलनीय है । यदि यह समोकरण y के 
लिये हलनीय है. तब उसका रूप होगा 
y=F(p), 
जो कि ç2.l2 (ii) की स्थिति है । 
जब समीकरण y रहित है तब उसका रूप होगा 
fx, p)=0 
यदि यह p के लिये हलनीय है, तब हमें प्राप्त होगा 


dy_ 
dx न % (x) 3 
जो कि स्पष्टतः समाकलनीय है | 


यदि यह x के लिये हलनीय है, तब हमें प्राप्त होगा 
x=F(p), 
जो कि $2.।3 (Hi) की स्थिति है । 


यह ध्यान रखना है कि जब अलकल समीकरण >-रहित या »-रहित है, तथा 
p के लिये हलनीय नहीं है, तब x या » के लिये हल करने के पश्चात्‌ अवकलन 
हमेशा अनुपस्थित चर के सापेक्ष किया जायेगा । 


उदाहरण (5) हल करो 


p= tan (२- r>) 6) 
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| इस समीकरण को निम्न रूप में लिखने पर 
š p 


(En — 


] +p? 
enza: यह x के लिये हलनीय Š । हमें प्राप्त होगा 


p 
c=tan! p+ —— 
x p I य p 


अनुपस्थित चर, y के सापेक्ष अवकलन करने पर 


l ] (pp: dp 
{त E 


Fmt A e 
अर्थात्‌ > 
; P 
१/= (तत ॐ 
समाकलन करने पर ; 
= 
अर्थात्‌ क 
à (c—y)(L+p) =! (ii) 


~ 


दिये गये समीकरण (i) एवं उपरोक्‍त सम्बन्ध (ü) से ही हल प्राप्त होता Š | 
(6) हल करो > 
y=sin p—p cos P, (iii) 
x के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 
ID) 
p= (cos p—cos p+p sin p) 
अर्थात्‌ > 
inp 
l=sin Pix 
इसका समाकलन करने पर प्राप्त होगा 


x-+c,=— Cos p 
या मु 
cos p=c—x (iv) 


(iv) एवं समीकरण (iii) की सहायता से p का विलोपन करने पर, हमें प्राप्त 


= y= l -(०--२)) -(०-२) cos- (८-०) 
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— c x— x2)— 
अथवा 665 [€ G (ic F202 x2)—y |] == 
(८-०) 
यही समीकरण का व्यापक हल है। * 


2.5 (४) x एवं y में समघात समीकरण 


जब समीकरण x एवं y में समघात (homogeneous) है, तब उसे निम्न 
रूप में लिखा जा सकता है 


इसे अध्याय l के ŠSl.22 समघात समीकरण की विधि से हल किया जा सकता 
है । यदि समीकरण y|x के लिये हल किया जा सकता है, तब हमें प्राप्त होगा 


y=xf(p), 
जोकि ç2.2 (i) की स्थिति के अन्तर्गत आता है । 
अतः उपरोक्त को > के सापेक्ष अवकलन करने पर 
K Ç d 
p=f(p)+ CD) न 


पुनविन्यास करने पर प्राप्त होगा 


इसमें चर पृथक्करणीय हैं, अतः यह समकलनीय है | 
उदाहरण (7) हल करो 
xyp°+-p(9x°—2y°)—6xy=0 
यह 2 घात का समघात समीकरण है, p के लिये हल करने पर हमें प्राप्त होगा 


_ OPEV} Aet) 
2xy 
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—3x2--2y2 -- (3.02 -- 292) 
= 2xy 


= 3% 
भौर r पुनविन्यास करने पर 


dx _ dy 
EO, 
समाकलन करने पर 
log x--log c= /2 log y 


या 

(०००४), 
अर्थात्‌ 

x?--c°y=0 
p के दूसरे मान को लेने पर 

—ydy=3xdx 
समाकलन करने पर 

—y2=3x° +c, 
अर्थात, 

3x? 92-- ८5०0 


अत: समीकरण का सामान्य हल है 


(2—c2y)(3x2+y2+c)=0 


(8) हल करो 

y=yp°+2px 
अर्थात्‌ 

d=’) 

x=y 2p , 

जोकि 
x=yf(p) 

प्रकार का है । 


» के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 


dx_ l _ ५272-22 l )Z 


dy p 2p 200 Jdy 
अर्थात 
l _ -A 20+ dp 
p 2p 2 P (9 5० 
या O याण 
y P 
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समाकलन करने पर 
log c—log y=log p 
या c=py, p का मान दिये हुये समीकरण में रखने पर प्राप्त होगा 
y2=2cx+c° 
प्रश्‍नावली ।» 
निम्त समीकरणों को हल करो 
l. y=2p+ p° 
2. y—x=xp--p° 
3. ३९34१ +p) 
4. y’=bAl+p?) 
5. p3—4xyp--8y2= 
6. y=px--m|p 
7S SR A 
7: स NOF) 
8. 8yp2—2xp--y=0. 
2.5 AQ समीकरण (Clairaut's equation) 


हमने पिछले अनुच्छेद में x एवं y में समघात समीकरण का अध्ययन किया । 
जब ये समीकरण > एवं ) में प्रथम घात के होते हैं, तब उनका निम्न रूप विशेष 
महत्व का होता है : 
y=px+J(p) 
जिसे क्लेरो समीकरण के नाम से जाना जाता हैं । 


x के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त होगा : 


d 
p=p-+(x+f'(p) Ë 
अत: 
d, 
280 या x-+f'(p)=0 
पहिले विकल्प से प्राप्त होगा, ७२3८ - 
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p का मान समीकरण में रखने पर हल प्राप्त होगा : 

y=ex+Íf(ce) 

x+f'(x)=0 
यदि हम उपरोक्त समीकरण तथा क्लेरो समीकरण से का विलोपन करते हैं 
तब जो हल प्राप्त होगा वह अचर रहित होगा, तथा वह हल y=cx+J/f() 


का विशेष हल नहीं होगा । ऐसे हल को विचित्र हल (singular solution) 
कहते हैँ । इसका अध्ययन अनुच्छेद $ 2.23 में किया जायेगा । 


दूसरा विकल्प है : 


कभी कभी किसी अवकल समीकरण को उचित प्रतिस्थापन द्वारा क्लेरी 
समीकरण के रूप में समानीत किया जा सकता ह । 


उदाहरण : हल करो : 
(0७-22) 5 +/* 
y=px+4 (l +p°) 


अर्थात 
यहाँ 

y=px+ N+P?) 
क्लेरो* समीकरण है, 


अतः उसका हल है 
y=cx+A/(l +c’) 
इसी प्रकार 
y=px— (+P) 
का हल होगा 
y=cx— (l+?) 
अतः पूर्वेग होगा 
(y—cex— (l +e?) (wext V +०7)550 
या Q—ex) =l +८* 
(2) हल करो: 
cosy . p*+sin x cos x cos y . p==sin y cos2x 
— —V g 
+अलेक्सी कलाडे क्लेरो : सर्वप्रथम गणितज्ञ थे जिन्होंने अवक क्षमीकरण 
का. हल प्राप्त करने के लिये उसका अवकलन करने की युक्ति प्रतिपादित की । 


जो समीकरण+उनके नाम के साथ जुड़ा हुआ हूँ, उसका प्रकाशन उन्होंने! (734 
में किया । उनकी रुचि के दूसरे क्षेत्र थे-पृथ्वी की आकृति एवं चंद्र की गति । 
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रूपांतरण u=sin y, y=sin x के द्वारा इस समीकरण को क्लेरो समीकरण 


के रूप में समानीत किया जा सकता है : 


du duldx__ cosy “dy_ cos y 


475 काका cosx ` dx cos x 


अतः पूरे समीकरण में ८०७१ से भाग देने पर हमें प्राप्त होगा : 


du? du_ 
(i 


जो कि = +7"? है, जहाँ p'=duldy 


अतः क्लेरो समीकरण से इसका हल ë । 


u=cv+c? 
अर्थात 


(2) हल करो : 


sin y=c sin xc? 
x?(y—px)=yp° 


प्रतिस्थापन x2=u, ५०-८५ से हमें प्राप्त होगा । 


du dy dy 
2x= Jx 2 कु dx 
अतः 
dy_ y dy 
lu x dx 


समीकरण Ñ x—dy|dx का मान प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होगा : 


x=: ~= s (प ° 
y a)? y क्र) 


अतः सरल करने पर ; 
dv (d 
du (Fa) 


dy द्रा?» 
y= du ४+ (90) Š 


जो क्लेरो समीकरण का रूप है, अतः इसका हल होगा : 


9-४ 
अर्थात 


अर्थात Eh 
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2.]7 लंगरेंज समीकरण (Lagrange's Equation) 
k (vii) इसका व्यापक रूप है: 
I y=xg(p)+Í(p) 
जहां g(p) एवं f(p) p के फलन है | यदि g(p)=p, तव यह aad समीकरण हो 
जायेगा । $ 272 के समान > के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त होगा : 
Cl (py P 
p=z(p)+ (xg'(p) +f'(p)) dy 


अतः ; 
; dx_ ४७) ID) 
r dp p—g(p) 7-89) 
उपरोक्त समीकरण परतंत्र चर x H ifar है । 
उदाहरण : 4 हल करो: 


y=2xp =p" 


यह लैगरेंज समीकरण है । अतः x के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त 


होगा : p 
2) ८7. 
3१204 (22-27) क 
अर्थात i 
__ dX 2x—3p’ 
p ढ़ 2x—3p 
या 
be > 
DETA k 
जो कि रैखिक हैं, समाकलन गुणक ह्‌ । 
Í 242 Pp 
अत: हल है 
१७१ 3p’dp=3 pt +c 
अर्थात == 
SCS 
x= हां वेट 
एवं पड 
y=2xp—p° 


इन दोनों में से 2 का बिलोपन फल (eliminant) ही अभीष्ठ ब्यापक हूल हैं । 
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5. हल करो: | 
y=2px+PY 
दोनों पक्षों में y से गुणा करने पर प्राप्त होगा : i ४ 
११2७००४ 
यदि A 
ki u ) AVAR 2 y 
y =u g dx dx’ 
तब 


यह परतंत्र चर y में क्लेरो समीकरण है, अतः इसका हल होगा : : 


v=dx+} d, 
मान लो . d/2=c 
तब y=2cx 4c? 


टिप्पणी : इसी समीकरण को अनुच्छेद 2, ।5 के उदाहरण 8 में x==yf(p) 
प्रकार का मानकर हल किया गया È | 


प्रश्नावली l6 

हल करो : 
l. y=xp+cos-! p 
2. (y—px)(p+!)=p 
3. y=(l+p) x+-p° 
4. 7304-09 

(संकेत : समीकरण में ye का गुणा करें, तथा ॥०--/ रखें) 
3. (px—y) (py+x)=h°p 

(संकेत : x’—u, y2=y रखें) 


6. px (x—2)+p(2y—2xy—x+2)+y’+y=0 
(संकेत : गुणनखंड ज्ञात कीजिये) 
7. y=2xp+ yp 
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ei (p—])+ ९८7 ७१30 


(संकेत : ex=u, ८2 =v रखें) 


9. p=log (px—y) 
JO. sin px cos y=cos px sin y-+ p 
विविध प्रश्‍नावली । 7 
हल करो : 
I. y=2px+p*x? 
2. y=(2+p) x+p° 
3. pXx2—a2)=2pxy—y +b? 
4. bxyp2+-(x2—by2—a) p—xy=0 
(संकेत x2=u, =v र खें) 
5. (x—a) p’+(x—y) p—y=0 
6. y=p sin p+cos p 
7. 70--/75०९० 
8. x?(y-px)=xy 
9. y=2px+ xp2 
]0. x(J— =p) (Lx?) 
ll. 2 + 2xy=x*+ y 
l2.. y=p°y+2px 
I3. l6 y3p?—4xp+y=0 
]4. x? (क) -2७ = 0 
I5. y(I—p)=a 
I6.--ex(p—l)+ps ९९३0 
IT. (७-0 ५१० 
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l8. x=y+a log p | 
I9. १-(]--7४) 7१20 r 
20. y=2px+f(xp*). | 


2.2 प्रथम कोटि एवं प्रथम घात के अवकल समीकरण का safada अर्थ 


समीकरण का ज्यामितीय अर्थ : | 
सात ती. f(x, P )=0 () | 


एक समीकरण है जो 4५/4 में प्रथम घात का है । हमें ज्ञात है कि जब किसी |. 
वक्र का समीकरण समकोणिक निर्देशांकों में दिया हो, तब किसी बिन्दु पर 
उसकी दिशा का स्पशंज्या (tangent) dy/dx होता है । अतः किसी विन्दु 
(x, y) पर ५/4४ का मान होगा, मान लो mi, जो कि समीकरण (!) से 
दिया जायेगा। एक बिन्दु जो समीकरण (l) $ प्रतिबन्ध के अनुसार गतिमान 
होता है, (x, y) बिन्दु से गुजरने पर m, की दिशा में जायेगा । इस दिशा में 
अनन्त सूक्ष्म दूरी चलने पर मान लो वह बिन्दु (xa ya) पर पहुँचता है। मात 
लो (x, y) पर समीकरण () द्वारा दी गई दिशा m, है, तव बिन्दु (x, yo) 
से m, दिशा में अनन्त सूक्ष्म दूरी चलने पर (Xa Va) पर पहुंचेगा, म 
प्रकार अगले बिन्दु (xo V) पर पहुंचेगा, इसी क्रम से उत्तरोत्तर बिन्दुओ से 
गुजरेगा । इस प्रकार गतिमान होकर बिन्दु एक वक्र बनायेगा जिसके Bs 
बिन्दु के निर्देशांक व उसकी संगत स्पर्शी की दिशा समीकरण (।) को संतुष्ट 


करेंगे । यदि गतिमान बिन्दु किसी दुसरे बिन्दु से गति प्रारम्भ करता है, जो कि Ë 
पहिले निमित वक्र पर नहीं है, तब वह एक दूसरा वक्र बनायेगा जिसके पजा । 
बिन्दु के निर्देशांक तथा उस पर स्पर्शी की आनति समीकरण (l) को संतुष्ट | 
करेंगे । इस प्रकार तल के प्रत्येक बिन्दु से एक विशेष वक्र गुजरेगा जिससे प्रत्येक | 
बिन्दु पर ठ y, dyldx समीकरण () को संतुष्ट करेगें । अतः प्रत्येक वक्र का | 

समीकरण अवकल समीकरण का एक विशेष हल । ऐसे वक्रों के कुल का समी- | 

करण ही व्यापक हल है । : 
हमें ज्ञात है कि अवकल समीकरण (l) के हल का रूप है । 

¿ F(X, y, e)=0, : a 

जहाँ ८ स्वेच्छ अचर Š । इससे भी पुष्टि होती है कि-अवकल समीकरण GEJ 
एक ८ कुल को निरूपित करता है । चू कि प्रथम कोटि के अवकल समीकरण 


tU 
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ब्यापक हल में एक ही स्वेच्छ अचर होता है, अतः इसका बिन्दुपथ वक्रो के 
एकल अनन्त द्वारा, निर्मित होता है । 


उदाहरण : समीकरण 


दर्शाता हैँ कि इस समीकरण को संतुष्ट करने वाला गतिमान बिन्दु, उसको मूल 
बिन्दु से जोड़ने वाली रेखा के लम्ब रूप गति करता है, अर्थात वह मूल बिन्दु 
को केन्द्र मानकर एक वृत्त का निर्माण करता हूँ । 

समीकरण को निम्न रूप में लिखने पर 


xdx+ ydy=0, 
उसका व्यापक हल हागा 
x? + y? =c, 


किसी विशेष बिन्दु, मान लो (4, 2) से गुजरते वाला बृत्त है । 
४/--/5-5, 


जो कि एक विशेष हल है, अतः व्यापक हल है उन सभी gai a कुल जिनका 
केन्द्र मूल बिन्दु पर है, इनमें से प्रत्येक दत्त का समीकरण एक विशेष हल है) 


(ü) प्रथम कोटि किन्तु द्वितीय घात का अवकल समीकरण 


ऐसा समीकरण dy/dx Ñ द्विघाती होता है, अतः प्रत्येक बिन्दु पर dy/dx 
के दो मान प्राप्त होते हैं । अतः प्रत्येक बिन्दु से उसके द्वारा निरूपित वक्रो के 
कुल के दो घटक गुजरते हैं। परिणामतः हम ऐसा अनुमान लगाते हैं किं इसके 
हल में स्वेच्छ अचर c भी द्वितीय घात में होगा, अर्थात्‌ प्रत्येक बिन्दु के संगत ८ 
के दो मान रहेंगे । हमें अध्याय से यह तथ्य पहिले ही ज्ञात है । 
उदाहरण : समीकरण 
dy 
कण 
का हल है y=mx-+-c, 


जहाँ m एवं c स्वेच्छ Š । किसी बिन्दु (0, c) से किसी दिशा m में खींची गई 
रेखा समीकरण के विशेष हल का बिन्दु पथ है । ८ का कोई भी विशेष मान, 
मान लो c, लेने पर स्वेच्छ m के अनन्त मानों के संगत अनन्त रेखायें प्राप्त की 
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जा सकती हैं जे सभी समीकरण के हल में अन्तविष्ट होंगी । चूंकि c के मान भी | 
अनन्त हो सकते हैं एवं प्रत्येक ८ के संगत अनन्त रेखायें प्राप्त की जा सकती हैं | i 
अतः सम्पूर्णं समाकल सरल रेखाओं के दुहरे अनन्त कुल को निरूपित करेगा | | 


2.22 विविक्तिकर (Discriminant) | 


किसी एक चर में दिये गये द्विघात समीकरण का विविक्तिकर उसके | 
गुणांकों का वह फलन है जिसको शून्य के बराबर करने से हमें प्रतिबन्ध ज्ञात | 
होता है कि समीकरणं के दोनों मूल बरावर हों । | 


उदाहरणार्थ : समीकरण ०.४२+-७४-+-८=0 के मूल हैं 
l 2 ` 
s= -0::१/७१-4०८)) 


अतः प्रतिबन्ध कि समीकरण के दोनों मूल बराबर हों b?—4ac=0, होगा । यहाँ 
विविक्तिकर है २-4८, समीकरण p2— 4ac=0, को हम विविक्तिकर सम्बन्ध 
(discriminant relation) कहेंगे । 


अब (x, y, c)=0, को हम ८ में एक समीकरण के रूप में मात सकते 
हैं, जिसके गुणांक x एवं y के फलन š | $ का ८-विविक्तिकर x एवं y का 
वह फलन है जिसको शून्य के बराबर करने से हमें प्रतिबन्ध ज्ञात होगा कि समी- 
करण (x, y, c)=0, के ८ के लिए मूल बराबर हों। इसको ज्ञात करने की 
विधि है : निम्त समीकरणों की सहायता से ८ का विलोपन करो 


gx, y, 050 29 


विलोपन फल (eliminant): ही $ का ०--विविक्तिकर होगा । 


इसी प्रकार f(x, y, p)=0 का ए-वितिक्तिकर निम्न समीकरणों से p का 
विलोपन करने पर प्राप्त होगा : 


J(x, y, p)=0 एवं क्च 


?-विविक्तिकर सम्बन्ध वह बिदुपथ दर्शाता है, जिसके प्रत्येक बिंदु पर f(x, y, p) 
=0 के 2 के मान बराबर Š | 
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अन्वालोपं (Envelope) 


= 


मान लो (x, y, c)=0 (!) 
वक्रों के एक कुल का समीकरण है, जहाँ प्राचल ८ है +८ के भिन्न-भिन्न मान लेने 
पर हमें कुल के भिन्न-भिन्न वक्र प्राप्त होते हैं। तब इस कुल का अन्वालोप वह 
वक्र है, जो कि कुल () के प्रत्येक वक्र को स्पर्श करता है एवं उसके प्रत्येक ब्रिद 
पर कुल के किसी वक्र के द्वारा स्पर्श किया जाता है 


समीकरण (l) एवं ०$/१८-०0 की सहायता से c का विलोपन करने पर 
| हमें (l) के अन्वालोप का समीकरण प्राप्त होगा । अतः (l) का ८-विविक्तिकर 
F सम्बन्ध ही उसका अन्वालोप ç | i 


उदाहरण : y=mx+ajm (2) 
प्राचल m में सरल रेखाओं के कुल को दर्शाता है, अतः m के प्रत्येक मान 
के संगत एक सरल रेखा प्राप्त होगी । 


D r—alm=0 (3) 
on ; 


अतः (2) एवं (3) की सहायता m का त्रिलोपन करने पर हमें 
(2) का अन्वालोप प्राप्त होगा । चू कि (3) से m=(alx), यह मान (2 
प्रतिस्थापित करने पर y=2 (ax), अतः अन्वालोप है । 


कुल 
) में 


परवलय y2—4ax 


यह आसानी से देखा जा सकता हे कि (2) में fna समीकरण है तथा 
y2—4ax= 0, उसका m विविक्तिकर सम्बन्ध है। 


2.23 विचित्र हल (Singular Solution) 


हमें ज्ञात है कि अवकल समीकरण 
y=px+alp 
एक AÙ समीकरण है, अतः उसका हल हैं 
y=mx+ajm, 
| जहाँ स्वेच्छ अचर को हमने c के बदले m लिखा है । पिछले अनुच्छेद के उदाहरण 
में हमने देखा है कि उपरोक्त सरल रेखाओं के कुल का अम्वालोप है । परवलय 
y=4ax (3) 


` 
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अन्वालोप होने के कारण परवलय (3) प्रत्येक सरल रेखा को स्पर्श करता है और 
प्रत्येक बिदु पर किसी सरल रेखा द्वारा स्पर्श किया जाता है। किसी भी fig 
(Xo Yo) पर, जो कि परवलय एवं सरल रेखा y=nux--alm, (m प्राचल 
m का विशेष मान है) का स्पर्श विदु है £, Y, ऐवं m=dyldx के मान सरल 
रेखा एवं परवलय के लिए एक से है। स्पष्ट है कि यह परवलय भी अवकल 
समीकरण को सन्तुष्ट करेगा; अतः यह भी समीकरण का एक हल है । चु'कि यह 
व्यापक हल का विशेष मान नहीं है, इसे बिचित्र हल कहते हैं । 


अब हम व्यापक रूप से विचित्र हल की चर्चा करेंगे । 


जब किसी अवकल समीकरण के व्यापक हल को निरूपित करने वाले ami 
के कुल के अन्वालोप का अस्तित्व होता है, इस अन्वालोप का समीकरण भी 


अवकल समीकरण का हल होता है, इसे विचित्र हल कहते हैं। इस विचित्र हल 


में कोई स्वेच्छ अचर नहीं होता, तथा सामान्यतः यह व्यापक हल में अन्तविष्ट 
नहीं होता है अर्थात्‌ व्यापक हल में अचर C का कोई विशेष मान रखने से इसे 
प्राप्त नहीं किया जा सकता । 


2.24 AA समीकरण कां विचित्र हल 


हमें ज्ञात है कि क्लेरो समीकरण 


y=px--f(p) l (2) 
का व्यापक हल है 
: 277८४ + (०) : (2) 
अब (2) को ८ के सापेक्ष आंशिक अवकलन करने पर प्राप्त होगा 
0=x+f(c) (3) 


अत: (2) एवं (3) की सहायता से c का विलोपन करने पर हमें क्लेरो समीकरण 
का विचित्र हल प्राप्त होगा । समीकरण (] ) को 2 के सापेक्ष आंशिक अवकलन 
करने पर हमें प्राप्त होगा । 

0=x+/'(p) ` (4) 
समीकरण (l) और (4) तथा समीकरण (2) और (3 ) में मात्र इतना अन्तर 
है कि ८ के स्थान पर उनमें 2 है। अतः (l) और (4) की सहायता से p को 
विलोपित करने का परिणाम वही होगा जो कि (2) और (3) की सहायता से 
८ के विलोपन से प्राप्त होगा । अतः () और (4) का /-विलोपन फल ही (2) 
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का अन्वालोप होगा, तथा वही (l) का विचित्र हल होगा । परिणामत: (I) का 
विचित्र हल (]) का #-विविक्तिकर सम्बन्ध है या व्यापक हल (2) का ८-विविक्त- 
कर सम्बन्ध है । 

Gaat : वलेरो समीकरण का #-विधविक्तिकर सम्बन्ध एव उसके व्यापक 
हल का ८-विविवितिकर सम्बन्ध ठुल्य रहेंगे, अतः दोनों का उभयतिष्ठ मान ही 


विचित्र हल होगा। ध्यान रहे कि व्यापक स्थिति में ए-विविक्तिकर एव 


८-विविवितकर पूर्णरूपेण तुल्य नहीं होते हैं । 
2.25 विचित्र हल ज्ञात करना 
व्यापक स्थिति 


मान लो fx, y, p)=0 (l) 


अवकल समीकरण है, जिस हल 
F(x, y, c)= 0 (2) 
(2) को प्राचल ८ के सापेक्ष आंशिक अवकलन करने पर हमें प्राप्त होगा-- 


f o (4) 


() का विचित्र हल हमें दो प्रकार से ज्ञात हो सकता हैर 

प्रथम विधि : (2) एवं (3) की सहायता से ८ का विलोपन करने पर 
प्राप्त विलोपन फल (Eliminant) ही (।) का बिचित्र हल होगा, यदि ब्रह ( ) 
को संतुष्ट करता हो । 

द्वितीय विधि : (!) एवं (4) की सहायता से p का विलोपन करने पर 
हमें £ एवं £ में एक संबंध प्राप्त होगा । यदि यह संबंध समीकरण (।) को 
संतुष्ट करता है, तव वह विचित्र हल होगा । 

टिप्पणी : (i). p एवं ८-विविक्रितिकर संबंध में अन्वालोप के अतिरिक्‍त अन्य 
fagga भी अंतविष्ट हो सकते हैं--अर्थात्‌ उनमें विचित्र हल के अतिरिक्‍त दूसरे 
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समीकरण भी हो सकते Š | अतः इन संबंधों का वह उभयनिष्ठ भाग जो अवकल 
समीकरण को संतुष्ट करता है, विचित्र हल होगा । ; 

(i) यह स्पष्ट है कि यदि अवकल समीकरण p Ñ केवल प्रथम घात का 
है, तब विचित्र हल का अस्तित्व नहीं है। इसी प्रकार यदि अवकल समीकरण 
के p में रैखिक गुणनखण्डों में वियोजित किया जा सकता है, तव किसी fafaa 
हल का अस्तित्व नहीं होगा । 
कार्यकारी नियम 

(2) एवं (3) की सहायता से c का विलोपन कर “-विविक्तिकर ज्ञात 
कीजिये । इसी प्रकार () एवं (4 ) की सहायता से ४-विविक्तिकर ज्ञात कीजिये | 
मान लो ८-विविक्तिकर एवं /-विविकितिकर दोनों में अनावर्तं (non-repeated) 
उभयनिष्ठ गुणनखण्ड E(x, y) है; यदि E(x, y)=0, अवकल समीकरण (]) 
को संतुष्ट करता है, तब यही (l) का विचित्र हल होगा । 

उदाहरण 
() निम्न समीकरण का पूर्वग एवं विचित्र हल ज्ञात करो : 

dy x 
y=x J toV (l +(dy/dx)?) 
यह क्लेरो समीकरण है, अतः इसका व्यापक हल है-- 
‘'=cx+ay/(l+-c?) 
इसका परिमेग्रकरण करने पर प्राप्त होगा 
O-ex)=a(l +c?) 


अर्थात्‌ 
(a—x°) c?-2xye +a?—y?=0, 
जो कि £ में द्विघाती समीकरण है । अतः इसका ८-विविक्तिकर संबंध होगा 
4xy2=4(a2—x2) (a°—y?) 
सरल करने पर प्राप्त होगा- 
A x2 +y? =a? 


चूँकि यह संबंध अबकल समीकरण को संतुष्ट करता है, अतः यह विचित्र हल 


है । 
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ब 


| टिप्पणी : इस उदाहरण में सामान्य समाकल है 
Í Y=cxFHav(l-Lc? 
जो कि सरल रेखाओं के कुल को निरूपित करता है। इनका अन्वालोप है वृत्त 


हमें निर्देशांक ज्यामिति से ज्ञात है कि उपरोबत सरल रेखा ८ के प्रत्येक मान के 
लिये, बृत्त को स्पर्श करती है । 


2. समीकरण 
4xp2=(3x— l)? (i) 


को हल करो एवं fafaa हल के लिये परीक्षण करो 


7 के लिए हल करने पर प्राप्त होगा 


300 अ 
= = I2____ 772 
p= =+ ( > x > x ) 
समाकलन करने पर प्राप्त होगी-- 
है +(x I2 x) (op 


अर्थात्‌ J 
(y+c)°2= x(x— l)? (ii) 


© | ere ६ PE 
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व्यापक हल (ii) का €-विविक्रितिकर संबंध है 
X(x— )2=0 
समीकरण (i) का #-विविक्तिकर संबंध है 
x(3x— l) = 
गुणनखण्ड %=0, दोनों संबंधों में उभयनिष्ठ है, तथा अवकल समीकरण (i) को । 
संतुष्ट भी करता हैं, अर्थात्‌ 
dx 


N dy Š 


समीकरण को संतुष्ट करेगा जबकि उसे 
a [dx ) 
4x=(3x—]) 
रूप में लिखा जाये । अतः x=0 ही विचित्र हल है । 
टिप्पणी : समीकरण का पूव॑ग fasa वक्रो (cubics) का एक कुल fas- 
पित करता है, जो कि विधात yaxx l) को 2-अक्ष के अनु सरकाने से 
प्राप्त होते हैं । ये त्रिघात »-अक्ष को स्पर्श करते हैं । 
(3) समीकरण 
—2yp+4x=0, 
के लिये दर्शाओं कि इसके संगत 7-विविक्तिकर एवं ८-विविक्तिकर तुल्य हैं, अतः 
इसका विचित्र हल ज्ञात करो। चूंकि समीकरण » में द्विघाती है, अतः 
ए-विविक्तिकर तुरंत लिखा जा सकता है-- 
(—2y)2— 4.x.ax—4(y2—4x2) 
इसलिये 7-विविक्तिकर संबंध होगा-- 


y2—4x2=0 

अर्थात्‌ 
73:22 

` यह आसानी.से देखा जा सकता है कि यह संबंध समीकरण को संतुष्ट करता है 

अतः ग्रही विचित्र हल है। €-विविक्रितकरं ज्ञात करने के लिये पहिले समीकरण 

को हल करना होगा । समीकरण 7 केः लिये इलनीय है : 


+ 
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हल करने पर 
dp dx 
pP x 


समाकलन. करते पर प्राप्त होगा-- 
४०-९१ p 
अतः p का मान समीकरण में रखने पर 


y=x°/2c,+2ci, 2ci=c 
रखने पर समाकल होगा 
cy=x?c? 
अतः ८-विविक्तिकर संबंध है 
र y2—4x2=0 
चूँकि p एवं ८-विविवितकर तुल्य है, = +2x ही विचित्र हल है | 


(4) लैगरेंज समीकरण 
y=2xp—p* 0) 


को हल करो एवं fafaa हल के लिये परीक्षण करो । 


इसका ब्यापक हल अनुच्छेद 2.7 के उदाहरण 4 में निकाला गया है । विचित्र 
हल ज्ञात करने के लिये हम (l) का p के सापेक्ष आंशिक अवकलन करते हैं 


0=2x—3p? ©) 
(l) एवं (2) की सहायता से हम p का विलोपन करेंगे 
(2) से 
2x 
p=+ Is) 
अतः 
25% Q= F ४) 
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वर्ग करने पर 272-३2४१ यह /-विविक्तिकर . संबंध है, किन्तु यह संबंध | 
समीकरण (!) को संतुष्ट नहीं करता । अतः इस समीकरण का कोई विचित्र हल | 
नहीं है । 
(5) (px—y) (x—py)=2p 
को हल करो एवं विचित्र हल ज्ञात करो | ह॒ 


NU ग? 
प्रतिस्थापन करेंगे 


du dy 
2x= कर? 2yp= dx 
अतः ` 
dv dyldr 0 0 ८४ 
du  duļdx x OET बह 
रखने पर 
2 
(+ p' =») (x--xp')=2xp'|y 
अर्थात्‌ 
(7-०) (l--p')=2p' 
या र 
EDD 
v=p'u +p = 
अतः क्लेरो रूप का हल है 
2८ 
peN iie =] 
अतः हल है 
2८ 
£4: 2 >> 
> SPG जा 
अर्थात्‌ : 
y x? 


BoC (CI) 2 UD ! 


जो कि शंकु काट (conic section) ë | 
सरल करने पर यह व्यापक हल निम्न रूप में लिखा जायेगा : 
x°e2—(x2-l-y2—2) c+ y2=0 


अतः ८-विविक्तिकर संबंध होगा 
(७४--)४--2)754 xy प 
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समीकरण का p के द्विपद के रूप में पुनविन्यास करने पर हमें प्राप्त होता है 
xyp’—(x*+y°—2) p+xy=0 
aa: /-विविकितिकर संबंध होगा-- 
+y —2)2=4 xy (2) 
चकि (l) और (2) तुल्य हैं, तथा यह भी देखा जा सकता है कि संबंध (l) 
समीकरण को संतुप्ट करता है, अतः यही विचित्र हल है । 
(x°y?—2)'—4 x y=0 
(४४--/१-2--2 xy) (2-+y2—2—2xy)=0 
(७+29)-2) (४-०)/-295० 
अर्थात्‌ विचित्र हल है” 
(४+/+%/2) (४--/-१/2) (४-/+४/2 (४-7-४/205० 


प्रश्‍नावली 8 


निम्न समीकरणों को हल कीजिये एवं विचित्र हल (यदि हों) ज्ञात की जिये- 
l. y==px—p’ 
2. y=2xp—yp° 
3. p*(2—3y)*=4(l—y) 

(संकेत : » को स्वतंत्र चर मानकर हल करें) 


4. y=px+Pp° 

5. y=2xp+p" 

6. y=px+4((B*+a'p°)) 
7. 3y=2px—2 . p*|x 

8. xpt—=(x—qa)° 

9. (०-22 ( +p*)—b°p° 


]0. xpxyp-l=0 
ll. y=2xp—p? 
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I2. (y—px)}+ap=0. 
2.3 ashi का कुल (Family of curves) 
प्रथम अध्याय में हमने देखा है कि किसी दिये हुए बक्रों के कुल 

g(x, y, ९30 (l) 

का संगत अवकल समीकरण 
fx, 2, p)=0 (2) 

किस प्रकार ज्ञात किया जा सकता है। अवकल समीकरण विश्लेषिक विधि से 

ऐसा गुणधर्म दर्शाता है जिसे वक्र कुल का प्रत्येक घटक सन्तुष्ट करता है । 


विलोमतः यदि वक्र का ऐसा गुणधर्म दिया है, जिसे दर्शाने के लिए अव- 
कलज को सम्बद्ध करना पड़े तब उस परिणामी अबकल समीकरण के व्यापक हल 
के द्वारा उस वक्र कुल को ज्ञात किया जा सकता है । उस कुल का प्रत्येक वक्र 
समीकरण (2) का समाकल वक्र (Integral Curve) कहलाता है । सुविधा के 
लिये aai के कुछ गुणधर्भ निम्नांकित हैँ, जो कि भवकलज से सम्बन्धित हैं । 


(a) tan J 
(b) x—y — 


>-अक्ष पर स्पर्शी का अंत: खण्ड है । 
dy 
0 —X — 
© > dx 


7-अक्ष पर स्पर्शी का अन्तः खण्ड Š | 
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dx 


अधः स्पर्शी (subtangent), TM, की लम्बाई 


) | © rE 


X 
) अधोलम्ब (subnormal), MN, की लम्बाई 


j १ / dx š 

(£) y (+ (कु) ) 

(x, y) एवं >-अक्ष के वीच स्पर्शी की लम्बाई, PT 
l (DY 
j (® x (+ (27) 
] (x, y) एवं /-अक्ष के बीच स्पर्शी की लम्बाई PT 
(h) tan ७3% a 
> do 
G) ytan $ 
यह ध्रुवीय अधः स्पर्शी, OT की लम्बाई 


; dr 
G) ycot $= क्र 
(५) ध्रुवीय अधोलम्ब, ON की लम्बाई 


उदाहरण l 
L उस वक्र का समीकरण ज्ञात करो जिसक्रे किसी बिन्दु (x, y) पर 
खींचा गया अभिलम्ब मूलविदु से गुजरता हो । 
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हल : किसी बिन्दु (x, y) पर अभिलम्ब का समीकरण है 


dx y. 
Y-y=— त 


जहाँ X, Y चलित निर्देशांक (current coordinates) Š चूंकि अभिलम्ब मूल. । 
बिन्दु से गुजरता है, अतः X=Y=0 इसे संतुष्ट करेगा । अतः 


dx 
m=i (—2) 
या xdx+ydy=0 


समाकलन करने पर x= जो कि बृत्त है । 


(2) वक्रों के उस. कुल का समीकरण ज्ञात करो जिसके लिये बिन्दु (x, ) एवं 
y अक्ष के बीच की स्पर्शी की लम्बाई स्पर्शी के /-अन्तःखण्ड के बराबर है । 


हल : प्रश्नानुसार 


वर्ग करने पर 
dy 
232 
ç CR 
अर्थात्‌ 
dy _ 70-20 
dx 2xy 


जो समघात समीकरण है । 
y=vx प्रतिस्थापन करने पर प्राप्त होगा-- 


(LH vdr+2vx dy—0 
या 


समाकलन करने पर 

log x+log (l+v’)=logc 

सरल करने पर ( JSL 
x’ +y? =cx 


यही कुल का अभीष्ट समीकरण है । 
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(3) ami के उस कुल का समीकरण ज्ञात करो जिसके लिये स्पशे बिन्दु एवं x 
अक्ष के बीच स्पर्शी की लम्बाई अचर राशि k के बरावर है । 


हल : प्रश्‍नानुसार 


वर्ग करने पर 


dx 2 K? 
| +( dy; ya 
अत: 
dx ( k?—y? ) 
LEE = 
CaS 


समाकलन करने पर 
ky? 
| V (k2—y°) a 
y 
y=k sin 0, dy=K cos 6८0 रखने पर 


CkX= | s 40 
=K|cosec 649--/[७॥ ९468 
=K log tan 0/2+ K cos 0 
0 का मान y में रखने पर प्राप्त होगा 
c+x=k log tan (L/2 sin- y/k)+ A/(k3— yt) 
यही वक्रों के कुल का समीकरण है, कुल का प्राचल ८ है | 


(4) उस वक्र का समीकरण ज्ञात करो जिसके लिये धुवीय अधःस्पर्शी एवं ध्रुवीय 
भ्रधोलम्ब बराबर हों । 


हल : ध्रुवीय अधःस्पर्शी की लम्बाई है 7५ 40/4/ 
ध्रुवीय अधोलम्ब की लम्बाई है 4//48- 


प्रश्‍नानुसार 
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अर्थ 
द्‌ न dr J 
NET. 
या 
dr 
r= 
अर्थात्‌ 
= +c 
या - 
log y=0+c 


अतः वक्र का समीकरण १८०९० 
2.3 लम्बकोणीय संछेदी (Orthogonal trajectory) 
वक्रों के किसी कुल की संछेदी-वह-बक़् है जो कि कुल के प्रत्येक घटक से 
किसी दिये हुए नियम के अनुसार प्रतिच्छेद करती है । 
उदाहरण 
वह वक्र जो वक्र के कुल के प्रत्येक घटक से किसी विशेष कोण पर 


प्रतिच्छेदं करती हो, संछेदी कहलायेगी। जब यह कोण समकोण होता है, तब 
प्रतिच्छेदी वक्र को लम्वकोणीय संछेदी कहते Š । 


परिभाषा 


वक्र के दो कुल लम्बकोणीय संछेदी कहलाते हैं, यदि एक कुल का प्रत्येक 
घटक दूसरे कुल के प्रत्येक घटक को समकोण पर प्रतिच्छेद करे । 


मान लो दिये गये वक्रो के कुल का समीकरण है 


fŒ, y) dyidy)=0 G) 


हा लो () की लम्बकोणीय संछेदी के किसी बिन्दु के चलित निर्देशांक 
= 7 हैं । एवं उसके लम्बकोणीय संछेदी के किसी प्रतिच्छेद बिन्दु पर, हमें प्राप्त 
गा > f 


, अतः (!) में प्रतिस्थापित करने पर लम्बकोणीय संछेदी का समीकरण होगा- 


KX, y,—dX|dY)=0 ~ 
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कार्यकारी नियम 


लम्बकीणीय संछेदी का अवकल समीकरण ज्ञात करने के लिये हमें दिये 
हुए वक्रो के कुल के अवकल समीकरण में 4५/4 के स्थान पर —dx|dy भर 
लिखना है । 
ध्रुवीय निर्देशांक 


हमें ज्ञात है कि वक्र के किसी बिन्दु पर स्पर्शी ध्रुवांतर त्रिज्या (radius 
(vector) से कोण % बनाती है जहाँ, 


d 
tan $= De 
इसी प्रकार लम्बकोणीय संछेदी की स्पर्शी अपने ध्रुवांतर त्रिज्या से कोण 
कृ बनायेगी, जहाँ 
40/ 


tan $’'=y’ = 
Lr 
चूँकि g =+ r|? AT: 
40 ५ / ५40 N | 
(२७7) (४७7) 
इससे निष्कर्ष निकलता है कि लम्बकोणीय संछेदी का समीकरण ज्ञात करने 


के लिये हमें दिये गये aai के कुल के समीकरण में लिखना होगा 


d 
y क्वकी जगह-!/१ -48 
अर्थात्‌ 
dr ही जगह= 2 40 
d की जगह? g 
उदाहरण 
(l) अतिवरवलयों के कुल xy=c का लम्बकोणीय संछेदी ज्ञात करो । 


हलः दिये हुए कुल का अवकल समीकरण है 


y+x द =0 _ 
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अतः 


z को -- H से बदलने पर हमें लम्बकोणीय संछेदी का अवकल समीकरण ज्ञात 


होगा। 
dx 
Y—X कु =0 
अर्थात्‌ 
ydy—xdx=0 


समाकलन करने पर लम्बकोणीय संछेदी का समीकरण ज्ञात होता है 
“Ier 


y2— xt=c 


जो कि प्रतिपरवलयों का कुल है । 


कक 


(2) संनाभि (confocal) एवं समाक्ष (doaxal) परलवयों के कुल 
y= 24/(]+-९०७ ¢) का लम्बकोणीय संछेदी का समीकरण ज्ञात करो I 
हल : दिया हुआ समीक९एण है (| cos 0)=2a 
0 के सापेक्ष अवकलन क रने पर 
~ 


जी y (—sin ९)--([--003 6)dr/d0 =0 


(l+cos 6)d,/db=y sin 6 
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अतः 


47/48 को —y? 46/4) से बदलने पर लम्बकोणीय संछेदी का अवकल समी- 
करण होगा 


(L+cos o( == क) =y sin 


अर्थात 
]--cos 0 dr 
imo 2S ass 
cos 0/2 dr 
agp e= —— = 


समाकलन करने पर 
2 log sin 0/2=]og c—log y 
अर्थात्‌ र 
sin? 0/2=CJ/y 
या 
] —cos!0=2c 
अर्थात्‌ y रर ! 
r=2c/(l—cos:8) 


(3) दर्शाओ कि संनाभि शांकवों का कुल ५१/८+)१/८-^=], जहां c 
स्वेच्छ अचर है, स्बलांबिक (Self orthogonal) है । 


हल : कूल के समीकरण का x के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राक्त होगा 


x/c+yple—A=0, जहाँ p=dyldx 
अर्थात्‌ 
(c—A)x+cyp=0 
अतः 
PAX 
7) 
c= SMT E 
x+yp xX+yp 


इन मानों को कुल के समीकरण में रखने पर प्राप्त होगा 


$ GP) = र) त 
ip 


अतः शांकवों के कुल का अवकल समीकरण होगा 
(+22) (px—y)—Ap=0 
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यह आसानी से देखा जा सकता है कि जब p को —l/p से बदल दिया जाये, 
तब भी उपरोक्त अबकल समीकरण अपरिवतित रहता है । अतः उपरोक्त भव- 
कल समीकरण लम्बकोणीय संछेदी का भी अवकल समीकरण है । अतः संनाभि 
शांकवों का कुल स्वलांबिक है ।. 


प्रश्नावली ।9 


Lo किसी वक्र के प्रत्येक बिन्दु (x, y) पर >-भक्ष पर स्पर्शी का अन्तःखण्ड . 


2%) है, वक्र ज्ञात करो'। 
Ei 2. उस वक्र का समीकरण ज्ञात करो जिसके ध्रुवीय अधोलम्ब एवं ध्रुवाँतर 
त्रिज्या के परिवर्तन की दर समान हो । 
3. उस वक्र का समीकरण ज्ञात करो जिसकी अधःस्पर्शी स्पर्श बिन्दु के भुज 


से # गुनी हो उप्त विशेष वक्र का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु (2, 3) 
il से गुजरता हो । 


4. वक्रो के निम्न कुल का लम्बकोणीय संछेदी ज्ञात करो 
१९3१० cos nô 


5. वह अवकल समीकरण ज्ञात करिये जो परवलयों के कुल y? 4a(x+ a) 
को संतुष्ट करता हो । दर्शाइये कि यह कुल स्वलांबिक है । 

6. संकेद्री बृत्तो के कुल ५2-५२८ को 45° पर प्रतिच्छेद करने वाले 

` संछेदी का समीकरण ज्ञात करो। 
(संकेत : वृत्तो के कुल का अवकल समीकरण है ५५-५५'=0 ; /' को 
O= D/L’) से बदलो) 


अर्धधत परवलयों के कुल 7१५3 का लम्बकोणीय संछेदी ज्ञात करो । 
सिद्ध करो कि वक्रो के कुल 4=7 $0१0 का लम्बकोणीय संछेदी वक्र कुल 
B=7 ०७0 होगा । 


9. दर्शाओ कि संनाभि शांकवों का निम्न कुल स्वलांबिक है | 
22 प्र 
ब्भ) गाजराच्या 
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l0. उस वक्र का समीकरण ज्ञात करो जिसकी स्पर्शी निर्देशांक adt से ऐसे 
अन्तःखण्ड काटती हैं जिनका योग अचर हे | 

ll. हृदयाभों (cardiods) के कुल 7=८(।-0056) का लम्बकोणीय संछेदी 
ज्ञात करो 

l2. वह वक्र ज्ञात करो जिस पर स्पर्शी एवं धुवांतर त्रिज्या के बीच का कोण 
सदिश कोण (vectorial angle) का # गुना है । 


।3. वह वक्र ज्ञात करो जिसमें ध्रुवांतर त्रिज्या एवं स्पर्शी के बीच का कोण 
सदिश कोण का आधा है । 


` 
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अध्याय ३ 


अचर गुणांकों वाले +f अवकल समीकरण 


(Linear Differential Equations with Constant Coefficients) 


3. परिभाषा 
हमें ज्ञात हे कि रेखिक अवकल वह समीकरण वह है जिसमें परतंत्र चर y 
एवं उसके अवकल गुणांकों की घात एक होती है । और भी यदि y एवं उसके 


अवकलजों के गुणांक अचर राशि है, तब उस समीकरण को अचर गुणांकों 


वाला रैखिक अवकल समीकरण कहते हैं । ऐसा समीकरण निम्न रूप का होगा : 


dny gn-ly d 
FEU a, danat e tanig tany = f(a) * (l) 


TESE) X का फलन है, तथा प्रत्येक ०; अचर Š | 


उपरोक्त समीकरण (l) की कोटि (०0९) >! है । यदि प्रथम पद 
dny|dx"n का गुणांक इकाई नहीं है, तो उसका जो भी अचर गुणांक हो, उससे 
पूरे समीकरण को भाग देने पर प्रथम पद का गुणांक इकाई हो जायेगा । 


- प्रथम कोटि के रैखिक समीकरण का अध्ययन $4.25 में किया जा चुका 
| 


समीकरण (L) का दायां पक्ष शुन्य लेने पर 


479 धरम 
dx" +a, कह -+asy=0 (2) 
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अचर गुणांकों वाले रैखिक अवकल समीकरण i09 
हम पहिले दर्शायेंगे कि समीकरण (2) का सम्पूणं ga समीकरण () के सम्पूर्ण 
हल में, उसके ही एक भाग के रूप में, अंतविष्ट है । 


यदि y=y, समीकरण (2) का एक समाकल है, तब (2) में प्रतिस्थापन 
करके हम सुगमता से देख सकते Š कि )-८,५, भी एक हल है, जहाँ ८; 
स्वेच्छ अचर है | इसी प्रकार यदि 
YY YY V =Yn 


(2) के समाकल हैं, तव 


Y= Cash... HCnYn (3) 
भी समाकल हैं, जहां ८,, ८...८८ स्वेच्छ अचर Š | 
यदि Yy }१...५„ एकघाती स्वतंत्र Š (linearly independent)* तब (3) ही 
समीकरण (2) का संपूर्ण हल है, क्योंकि इसमें n स्वेच्छ अचर हैं, तथा (2) की 
कोटि भी n है l 
यदि y=u समीकरण (]) का कोई हल है, तब 

ñ y=Y+u, (4) 

जहाँ 
Y=c)YTcsy,+......Cnm 


भी (l) का हल है, क्योंकि (]) के वाम पक्ष में के स्थान पर Y रखने पर 
शून्य प्राप्त होता है, तथा y की जगह ४ रखने पर, मान्यता के अनुसार, < प्राप्त , 
होगा । चू कि हूल (4) में n स्वेच्छ अचर समाहित हैं, यही समीकरण () 


#यदि ऐसे अचर b, ba.. sba जो सभी शुन्य नहीं हैं, प्राप्त किये जा सकते 
हैं कि : . 
bi Fb.) +-...... +bnyn=0, 


तब y, yp...) एकेघाती आश्रित कहलाते हैं । दूसरी तरफ यदि 
biyiFboyah....-- +cnyn=0O 


=b।=0, प्रत्येक i के लिये, i=l, 2,..., तत्र (yi; एकवाती स्वतंत्र कह्‌- 
लाते हैं । 
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का संपर्ण हल है । भाग / को पूरक फलन तथा भाग ५ को विशेष समाकल 
कहते हैँ । पूरक फलन एवं विशेष समाकल के योग से ही (l) का व्यापक या 
संपूर्ण हल प्राप्त होता है । 
3.2 हम पहिले उस स्थिति का अध्ययन करेंगे जबकि समीकरण का 
' दायां पक्ष शून्य होगा । 
स्थिति l जब /(x)=0, तब समीकरण होगा : 
dny dnl y 
क्रश“: करक 
यदि हम प्रयोग के लिये मान लें कि ४४४ समीकरण ( ) का हल है, तब (]) में 
इसका प्रतिस्थापन करने पर हमें प्राप्त होगा कि : 


+a,y=0, (l) 


emx (mam™!F...+an=0 


अत: enx समीकरण (]) का हल होगा यदि m निम्न बीजीय समीकरण का 
मूल होगा : 

क्रए-- व7707 -+- . ..- ६४50 (2) 
इसे सहायक समीकरण (auxiliary equation) कहते हैं ! 


अतः यदि m का कोई मान, मान लो ,, समीकरण (2) को संतुष्ट करता 
है, तब y= em समीकरण (l) का समाकल है। यदि (2) के n मूल m, 
MaM, हैं एवं वे तब भिन्न हैं, तब emx, em ,,.८०४४ भी सभी भिन्त 
हैं व एकघाती स्वतंत्र हैं । अत: (l) का संपूर्ण हल है: 


> 


Jy==ceemiw-L 2,९72-- ... + cy emnx (3) 
(2) समीकरण हल करो : 
d2y dy 


द्रऽ 2 y=0 
सहायक समीकरण है ; seg 
2m+S5m—l2=(m+-4) (2m—3)=0 
इसके मूल हैं : 
m=—4, 3/2 
अत: समीकरण का व्यापक हल है 


=e,e 4५-|- 2,2222 


` 
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(3) यदि 

45 7 

dx? —k y= 0 


तो दर्शाओ कि 
y=A cosh kx+B sinh kx 


हल : सहायक समीकरण है : 
m?—k?=0, 


m=+k 
अतः समीकरण का हल है । 
y=c;ek* 4 c,e-k* 
=o, (cosh kx-+sinh kx) 
+c (cosh kx—sinh kx) 
=(cı+ c2) cosh kx+(c,— c3) sinh kx 
=A cosh kx+ B sinh kx 
(4) हल करो: 


dx 


d 
q? I +2x=0, 


प्रारंभिक प्रतिबन्ध दिया है, जब /--0, x=0, 


a 


DE 
एवं T 


a 


हल : यहां £ स्वतंत्र चर है एवं x परतंत्र चर । 
समीकरण का सहायक समीकरण है : 
m—3m+2=0; 
अर्थात 
(n—]) (n—2)=0 
अतः m=l,2 
अत; समीकरण का ब्यापक हल है : 


x=e,et+c,e2t a) 
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(l) को! के सापेक्ष अवकलन करते पर 


d. 
T =C,et +20,2” (2) 


प्रारंभिक प्रतिबन्ध के अनुसार () एवं (2) से प्राप्त होगा 
0-८०,+५५ ‘< x=0, t=0 


c dx 
0=C,+2Cs t=0, त्रा =0 


उपरोक्त समीकरणों को हल करने पर 
C,=G,=0 


ये मान (l) में रखने पर हल प्राप्त होता है: 
X=0. 


3.2 सहायक समीकरण के मूल अधिकल्पित या सम्मिश्र हों (Auxiliary 
“Eqution has imaginary or complex roots) 
मान लो कि पिछले अनुच्छेद के समीकरण (!) के गुणांक a, ०४...सब 


वास्तविक Ë | यदि सहायक समीकरण (2) के कोई मूल अधिकल्पित हैं, तो वे 
युग्म में ही उपस्थित होंगे । मात लो atip सम्मिश्न मूलों का युग्म है, तब उनके 


* संगत हल होगा : 


Cyea+iBx} C elai Bx 
हम इसे वास्तविक, अधिक सुविधाजनक एवं अधिक उपयोगी रूप में परिवर्तित 
कर सकते हैं । हमें प्राप्त होगा : 
C,etz+iB)z + 6,९(%-8)-- C ८०४(००५ Bx--i sin Bx) 
+ C,e%* (cos Bx—i sin Bx) 

=e%x((C,-Fces) cos Bx-(iC,—ics) sin Bx} 

=e%*(A, cos Bx+- A, sin Bx) 

= CieX cos (Bx+- Cs) 


न दृष्टि में ऐसा प्रतीत होता है कि 4, अधिकल्पित होगा, किन्तु यह आवश्यक 
नहीं है । 
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| अतः यदि सहायक समीकरण (2) के मूलों में अधिकल्पित मूलों का युग्म 
a+iß हो, तब (l) का व्यापक हल होगा : 


r. 
| C ea cos (Bx+-C;)+ C,emax +C emas... + (५८९०५ 
| ` = . 
| टिप्पणी : यदि सहायक समीकरण के मूलों में एक युग्मीकरणी को संबद्ध 
| करता हो, मान लो मूल Š ८५/8 जहां B धनात्मक है, तब इस युग्म के संगत 
पूरक फलन में पद होगा : 
Cie cosh (xy B+ C.) 
या 
८,९०४ sinh (xV/B+C,) 
हि उदाहरण : 
(5) समीकरण हल करो । 
dy dy ç 
सहायक समीकरण है 
॥77-- 677-- 73 5-0 
जिसके मूल हैं 
m=342i 
अतः हल होगा : ; 
y= 4९(भ7)४ -+ Betti 
या अधिक सुविधाजनक रूप में (पिछले अनुच्छेद के अनुसार) 
955९७ (E cos 2x+ F sin 2x) 
zr 
y= Ce cos (2x—a), 
> जहां 
C cos ८33, एव csin=F 
अत: हे 
C=v(E*+ F2) एवं tan x= FJE 
(6) हल करो : 
2% _gy=0 
क 
सहायक समीकरण होगा 
॥7४--8930, 
जिसके गुणनखण्ड हैं, 
x: (m—2) (m°+2m+4)=0 
अतः 
m=2,—lŁiy3 
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अतः समीकरण का हल है डि 
y= G,e**-+-C,e-* cos (25/3+ Cs) 


(7) हल करो : 3 
4 

A536) =0 
सहायक समीकरण होगा 

m+ 5m2—36=0 
अर्थात 

(m?—4) (४7--9) 30 
स्पष्ट है कि 


m= +2, 43i 
अतः समीकरण का हल हैं 
y=4Ae?*+ Be-2x4- C, cos 3x+ C, sin 33 
हमें ज्ञात है 
cosh 2x=} (e%-+- e) 
तथा 
sinh 2x=} (९१४-- ९-२४) 


अतः उपरोक्त हल को हम निम्न रूप से लिख सकते हैं : 
y= Cs cosh 2x+- CG, sinh 2x-+C, cos 3x+C, sin 3x 
(8) y= 
को हल करो, दिया है कि ५=2, जब x=0, एवं = 2, जब ४=/2 
हल : सहायक समीकरण है: 
॥2९--]-0 या च्च 


अत: व्यापक हल हे 
प्रतिमा न नाह y=C; cos x+ C, sin x 
अतः हल है . प्र 
ठा 2552 cos x—2 sin x 
J=24/2 cos (x+ 7/4) 
प्रश्‍नावली 20 
शी» कर दारा दर्शाओ कि समीकरण 4५/2०८0, का ब्यापक 


Y=Cie+ Cer 
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| 2. दर्शाओ कि 7-८--०-*, प्रश्‍न (l) के अवकल समीकरण का हल 
= नहीं है 
3. प्रतिस्थापन द्वारा दर्शाओं कि समीकरण 
dy त्वरा. 
E dpp 
का व्यापक हल है : 
y=ez%x (C, cos x+ G, sin x) 
निम्न अवकल समीकरणों को हल करो : 
dy E 
द. ताक! 
5. = EAN 60 
6. Tet 8y=0 
day dy dy 
h dx dx? 2 
8 a —(a+b+c) 2 (ab+-ac+bc) —abcy=0 
Ox dx? “dx X 
(संकेत सहायक समीकरण है (m—a) (m—b) (m—c)=0 
479 y 
> 9. कडग FPO a ९१० 
lO. कुछ । तुर (2१-49 y=0 
dèy १९७ 
l. Jx dxi +—— 0 
CNC 
I2. क्र ह š 
y 73 यदि 
2 
e= m?y=0 
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तो सिद्ध करो : 


y=C, cosh mx+ G, sinh mx 


l4. समीकरण 
420 
/ कुळ 4040. को हल. कुरो, 
दिया है, जब !=0, 0=a एवं 40/४/--० 


3.22 संकारक 7) (Operator 7) 


जब किसी अवकल समीकरण का हुल निरीक्षण द्वारा स्पष्ट न हो, तब 
संकारक D, जो /4% के लिये प्रयुक्त होता है, बहुत सुविधाजनक सिद्ध होता 
है । जबसहायक समीकरण में दो मूल समान हों, तव पुरक फलन का संगत स्वरूप 
ज्ञात करने में यह संकारक विशेष उपयोगी है । जिस प्रकार 0/4५ को हम D 
संकेत देंगे, उसी प्रकार 4१/८५ को १, 4१/८५ को 73... आदि । 
व्यंजक 
dy 7 dy 
Wat gT? 
को हम लिखेंगे दूत 
2DY+7Dy+3y (2D2-L7L--3)y 
इसे हम गुणनखण्डों में वियोजित करके भी लिख सकते हैं 
CD+DD+2)y 
D के नक का हम साधारण बीजीय राशि के समान ही गुणनखण्ड 
निकालते हैं । 


इसी प्रकार अनुच्छेद 3.2 के समीकरण (l) 


को हम निम्न रूप में लिख 
सकते हैं 


(Dr+ क०पय--व27-०--...-व)../) व्याल 
या केवल र š Fan-D +a,)y=0 
J(D)y=0 


7 को केवल एक बार लिखना सुविधाजनक होता हैं। यदि सहायक समीकरण 


के मूल 


My, m,, ... My 
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हों तो उपरोक्त समीकरण को गुणनखण्डित रूप में भी लिखा जा सकता है 
(D—m(D—m,)...(D—mr)y=0 


इन गुणनखण्डों को किसी भी क्रम में लिखा जाये, उससे कोई अन्तर नहीं आता । 
उदाहरण के लिये द्वितीय कोटि से निम्न समीकरण 


7 
पळ (a+) +y =0 
को संकारक D का उपयोग करने पर हम लिखेंगे 
(D°—(a+B)D+aB)y= 
(D—a)(D—B)y=0 
D को dldx से बदलने पर यह समीकरण होगा 
d d 
(र ४ ) 70 
7 पर 4/४४-8 से संक्रिया करने पर प्राप्त होगा 
q N 
=< X dx -/9) 


अब द्वितीय गुणनखण्ड पर प्रथम गुणनखण्ड से संक्रिया करने पर प्राप्त होगा 


गुणतखण्डित रूप में, 


q (a+8) +aß y=0 


यदि गुणनखण्डों को उल्टे क्रम में लिखा जाये 
(2-8)(2-०«) y=0 
तब उपरोक्त विधि से विस्तार करने पर हमें वही परिणाम प्राप्त होगा । 


सामान्यत: बीजगणित में जो संक्रियाये की जाती हैं, वे तीन नियमों पर 
आधारित रहती हैं 


- I वितरण नियम (Distributive Law) 
m(a+b)=ma-+mb 
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| क्रम विनिमेय नियम (Commutative Law) 


[I घात नियम 
am, an =am+n 


संकारक D इनमें से प्रथम एवं तृतीय नियमों का सन्तुष्ट करता š! 
D(y+z)=Dy+Dz 
DmDny= pnDmy= Dm+ny 
जहाँ m एवं n धनात्मक पूर्णाक हैँ | इस प्रकार D बीजगणित के मूलभूत 
नियमों को सन्तुष्ट करता है, सिवाय इसके कि वह करों के साथ क्रम विनिमेय 
| नहीं है- 


yD तो अर्थहीन है, तथा 
D(yz)=yDz+ zDy 


Dy= yD, D(yz)+yDz 


संकारक D के बीजीय स्वरूप को मान्यता देकर, अंब हम उसका उपयोग करेंगे 
(D—m)y=0 


का हल स्पष्टतः 
~ y = cemx 


है । इसी प्रकार समीकरण 
(D—m,)(D—m,)...(D—m,)y=0, 
जहाँ सारे गुणनखण्ड भिन्न हैं, का हल ज्ञात ही है 
y= Cems Cem... + Cen” 
3.23 समान मूलों वाला सहायक समीकरण 
यदि सहायक समीकरण के दो मूल वराबर हों, मान लो 
mi=m,, 


J(D)y=0, 


तब अवकल समीकरण 


जिसे अनुच्छेद 3.2 में हल किया गया था, (3) के हल का रूप होगा 


y=(Cı+ Cems 4- ८०४९ -ै.. ... + Cren" 
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चूकि C+C, केवल एक स्त्रेच्छ अचर के तुल्य है, अतः उपरोक्त हल में केवल 
(7!) स्वेच्छ भचर हैं, अतः यह व्यापक हल नहीं Š । इसका व्यापक हल ज्ञात 
करने के लिये हमें ध्यान देना है कि बीजीय समीकरण 

J(D)=0, 
के दो मूल m के तुल्य 2, अतः यदि हम अवकल समीकरण 

(D—m)°y=0 (l) 
का व्यापक हल ज्ञात कर लें, तो हमें 

J(D)y=0, 
का व्यापक हल ज्ञात हो जायेगा । 

(l) को हल करने के लिये हम प्रतिस्थापन करते हैं 
(D—m;)y =v, 


तब (।) का समानीत रूप होगा 
(D—m,)v=0, 
या 


dv 
—=mx, 


dx ` 
जो कि पृथक्करणीय चर रूप का है, उसका हल है 


vy=cemI* 
अर्थात्‌ 
(D—myy=cem* 
या 


Lm iy=cenIs 


जो कि रैखिक समीकरण है, तथा इसका हल है 


y.e-mIi=—e-cx 
या 
y=(e--cx)emiz 
अतः () का व्यापक हल है ` 


y= (c,d cax)emis 


J(D)y=0, 


अत: इस स्थिति में 
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का व्यापक हल है 
y=(c,--eax)emx--c emex... H Cne 


इसी प्रकार यदि तीन मूल बराबर हों, मान लो m, तब हमें निम्न समीकरण 
ल करना है 
$ (D—m,)y=0 
जिसको हम लिख सकते हैं 
(D-m)(D—m,}y=0 
अब हम प्रतिस्थापना करते हैं 
(D—m,}y=”, 
तब समीकरण का रूप होगा 
(D—m,)v=0, 
पहिले के समात हल होगा 
: v=(D—m,)} y= Cemix 
अब 
(D—m,)y=w 
रखने पर हमें प्राप्त होगा 
(D—my)w= Cem 
पहिले के समान इसका हल होगा 
w=(D—mj)y=(C,;x+c,)emx 
अर्थात्‌ . 


d 
z =m, y=(cıx + ०५) ९४४४ 
यह भी रैखिक समीकरण है; तथा हल है 
ye-mx=c(x/2)+c,x +c 
अतः 
>> (0+-०४०४-+-०४०४)९"प७ — 
चू कि ८,,८५,८३ स्वेच्छ अचर है उन्हें किसी भी सुविधाजनक रूप में लिखा जा 
सकता है । 
z 
यह्‌ स्पष्ट है कि यदि मूल m 7 बार पुनरावृत्त होती है, तो उसके संगत 
समाकल होगा । 


॥च(९-८2)--... + 2,277) शप* 
तथा इस स्थिति में 
OS 
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का हल होगा 
y=(Ci--ea¥F...crxens-cyyiemrti..,cyenne 
टिप्पणी : अवकलन समीकरण () को हल करने की विकल्प विधि 3.34 
में दी जायेगी । 
3.24 समान अधिकल्पित मूलों बाला सहाणक समीकरण 


हमें ज्ञात है कि यदि 
Jn)=0 
के मूलों में एक युग्म भधिकल्पित मूलों का है, मान लो ati B, तो इनके संगत 
समाकल होगा 
cic cos (Bx-C2), 


J(D)y=0, 


तथा इस स्थिति में 


का व्यापक हल होगा 


y=c,e% cos (85--००) 4०३४" + ... + Cne™n* 


f(m)=0 
की कोई अधिकल्पित मूल दो बार पुनरावृत्त है, मान लो ०+४/ एवं ८-8 
दो बार आती है, तब इनके संगत समाकल होगा 


यदि 


y=(ci-cax)et a+ißis __ (es+cxyen Bx 
इसे हल करके आसानी से निम्न रूप में लिखा जा सकता है 


Y={(cı+ cx) cos x+ (c, +c,x) sin B xyes 
तथा इस स्थिति में 
J(D)y=0, 
का हल होगा 
2 (ल +-cax) cos B x-+ (c, +c.) sin B x) 


elx t c em x + ,, . H cn emex 
उदाहरण : (l) हल करो 


Td 
या 
(D!+6D+9)y=0 
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अर्थात्‌ 
(D+3)y=0 
अतः मूल # == —3 दो बार पुनरावृत्त है ! 
व्यापक हल है 
y=ce,e-32-L 02४९7 2 
या 
y= (ec, x)e-% 
(2) हल करो 
(Ds—3D2+-3D—l)y=0 
या 
(D—l)y=0, 
अतः मूल m— =] की पुनरावृत्ति तीन बार हो रही है । 


व्यापक हल है 
y=(C,+c,x-F-c | x2)ex 
(3) (Di—8D2+6)y=0 


या 
(2१--4)%5-0 
इसका सहायक समीकरण है 
(m°—4):=0 
या 


(m—2)°(m+ 2)2—=0 
अर्थात्‌ मूल m=2 एवं m= 2, दोनों दो बार पुनरावृत्त हैं, अतः व्यापक 
हल है 
; J== (ci -+c;x)e%x-L (c, +c x)e-2x 
(4) हल करो 
(D°—2D-+5)2y=0 $ 
सहायक समीकरण है 


(m°t—2m-+5)2—=0 
अतः 


2 4— 
ग्य सय 20) 2] 
अर्थात संमिश्र मूल E2 दो बार पुनरावृत्त है, व्यापक हल है 


277(०+५%) cos 2x4 (c,+c4x) sin 2x} ex 
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(5) (2५--324--372-- l)y=0 


(D+ ))y= 
सहायक समीकरण है 
(४72 -- ] )2--0 


या 


अत: m= +i, यह युग्म तीन बार पुनराव्रत है । 
व्यापक हल होगा 
y= (c, -+-c,x+-c,x°) cos x+ (c, +c,Xx+-cx2) sin x 
प्रश्‍नावली 2] 
l. हल करो: 
L Staged = 
2. (Di--2D3-- D3)y=0 
3. (Di—6D3+ ]2D2—8D)y=0 
4. Sy 8 EO 
5. (Di+2D3+3D2+ 2D+ ])y=0 


(संकेत : सहायक समीकरण ë (n2-L md )2=0) 


dy dy, dy 
dx 2 dx? 2 dx? dx +y 


7. (4D5—3D?— D?)y=0 


=0 


8. दि +mty=0 
9. (DFD+DD—2y=0 
3.25 द्वितीय स्थिति 


अचर गुणांकों वाला रेखिक समीकरण 


जिसका दायां पक्ष का फलन है | 
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इस अनुच्छेद में हम निम्न समीकरण का अध्ययन करेंगे । 


; dns 
क्ट + ü) करणारा ...-any=.f(x) ती 


जिसका वाम पक्ष वही है जो कि समीकरण ()3.2] का था, लेकिन दायां पक्ष 
X का फलन है । अनुच्छेद 3. में हमने कहा था कि उपरोक्त समीकरण (l) 
का सम्पुर्ण समाकल दो भागों को अन्तविष्ट करता है--एक पूरक फलन व दूसरा 
विशेष समाकल, पूरक फलन उपरोक्त समीकरण का हल उस स्थिति में होता है, 
जबकि (l) का दायाँ पक्ष शून्य हो । अब हमें विशेष समाकल को प्राप्त करने की 
विधि का चिन्तन करना है । 


संकारक का उपयोग करके हम (।) को लिख सकते हैं 
F(D)y=/f(x) CEO) 
लव अभीष्ठ विशेष समाकल लिखा जा सकता है 
Fi 


3.26 सांकेतिक फलन 


I/F(D) संकेत LEDS अभी अर्थहीन है, उसकी परिभाषा देना 
नितांत आवश्यक है । हम कह सकते हैं कि E(D) fo), X का वह फलन है, 
जिस पर (2) द्वारा संक्रिया किये जाने पर /( प्राप्त होता है । इस प्रकार 
I/F(D) संकारक F(D) का प्रतिलोम है। इस परिभाषा एवं अनुच्छेद से हम 
दर्शा सकते हैं कि ]/7(2) को गुणनखण्डों में वियोजित किया जा सकता, या उसे 
आंशिक भिन्नों में विभक्त किया जा सकता है । 


उदाहरण के लिये निम्न समीकरण 


2 


dx (a+ P) 


d 
कणाचा, 


का विशेष समाकल होगा 


a 
Deyo 0) 
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तथा इसको निम्न रूप में भी लिख सकते हैं 


| 
D=) छ 
अब इस पर संकारक (0-०) (2--8) से क्रिया करो, इसके गुणनखण्डों का क्रम 
हम अपनी सुविधानुसार परिवर्तित कर सकते हैं । 
अब 
l 
(D—B) (2-०) (D-a) oA ® 


~ 


चूँकि परिभाषा के अनुसार 9-०, जव |D—a.|D— 8/2). पर संक्रिया 
करेगा, तो हमें ]/2-8. /(%) प्राप्त होगा; फिर (2-8) ॥/2-6. fŒ) 
=/(2) होगा, क्योंकि यही FD) की परिभाषा है । इससे यह्‌ भी स्पष्ट 
होता है कि विशेष समाकल को हम निम्न प्रकार से लिख सकते थे । 

LED) f(x) को हम {ED f) लिखते हैँ । 
परिभाषा के अनुसार 

FCE CIDN SIG) 

यदि F(D)=D लें, तब 


77-09) (09 अर्थात q|dx(D-V/(x))=/fG) 
अतः 
णी) = fdr è 

लेकिन [f()dx, के समाकलन में हमें कोई स्वेच्छ अचर जोड़ने की आवश्यकता 
नहीं है, क्योंकि हम केवल विशेष समाकल ज्ञात कर रहे हैं । हम देखेंगे कि 
(७(०)-॥(9) के समाकल में जो भाग स्वेच्छ अचर को समाहित करेगा, वह 
पहिले ही पूरक फलन में प्राप्त किया जा चुका है, अतः विशेष समाकल में उसे 
अंतविष्ट करने से हल और अधिक व्यापक नहीं होगा । 

अब विशेष समाकल ज्ञात करने की प्रथम विधि का प्रतिपादन करेंगे । 


प्रथम विधि : पहिले 


का मान ज्ञात करेंगे । 
(D—a) t(x) 
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मान लो 
(D-a) x)=» 
तब परिभाषा के अनुसार 
(D—a)y=/G) 
अर्थात 


d N 
T —av=f(x), 
जो कि रैखिक अलकल समीकरण है ; इसका हल है 
y=eax[e-axf(x)dx 
ध्यान रहे कि समाकलन करने में हमें स्वेच्छ अचर नहीं जोड़ना है । अतः 
(0-०) tf(x)=e% fe- f(x)dx 


अब हम (FD) F का मान निकाल सकते हैं। मान लो गुणनखण्डित करने 


पर 
F(D)=(D—a,) (D—a.)..(D—ag) 
तब, चूंकि K 
y ` (0-०) (D—0o:)...(D—an) y=f(x) 
या 


| I K 

१= कक Da fe) 
अतः परिभाषा के भनुसार 

(D—a,)...(D—aí)y=(D—a,)f(x) 

=e% fe- f(x)dx 
इसी प्रकार 
(D—as)...(D— any =(D — as) (९००५3) 
Ç =e% xžfelai-aax( [er xf(x)(dx)dx 

इसी प्रक्रम को करते हुए हमें अन्त में प्राप्त होगा 


7९९ felan ems]... J e(Gy-Ga)x( | e-aixf( x)dx)dx...dx 


यही अभीष्ट विशेष समाकल है । 


विशेष समाकल ज्ञात करने की दूसरी विधि अगले अनुच्खेद में दी है, वह 
अधिक आसान है । f(x) के विशिष्ट मानों के लिये विशेष समाकल ज्ञात करने 
की विशिष्ट विधियाँ हैं, जो और,भी अधिक आसान हूँ । 
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उदाहरण 
हल करो 
(D?—3D+2)y=e: 
या 
(D—!) (D—2)y=e* 
पूरक फलन है 


m. R y 58 (D) 
वशेष समाकल है 


४ DT ० काव्य प 
मान लो 
l 
y= SE ex 
तब (D—2)v=e* 
या dv 


न 2v=e* 


जो रैखिक समीकरण है 


अतः 
y.e- = fer.e-ndy= fe-*dx= -- ९४ * 
अर्थात 
y=—ex, ५ का मान प्रतिस्थापित करने पर 
I 
y= DoT y, 
या (D—Dy=—es 
अर्थात 
dy 
a š 
हल करने पर 
y=e*](—e*)e-*dx=—xex (ii) 


संपूर्ण समाकल (7)+-(/) से प्राप्त होगा 


y=c,ex--c,e2x— Xe 


(2) हल करो 


या 


(D—6D+ 9)y =e% 


(D—3)y=e* 
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28 
पूरक फलन है क (G) 
विशेष समाकल है 
] Celes 
YT) TDS 
सान लो 
L 
W= 
या 
dy — 
क्र —3y=e 


इस रैखिक समीकरण को हल करने पर 
y.er=fex.endy=—e™ 

अतः Se 

अब 


l 


l (—e>)= (— ]) 9555 ex 


bn) 


`o, 


चूँकि उसी संकारक की पुनरावृत्ति होती है, अतः 
y=(—D (~!) =e" (i) 
(D+ (ü) से संपूर्ण समाकल प्राप्त होता है 


y=(c,+ cox)e* + e?* 


3) हल करो 
( ) s (Ds +3D2—4)y=xe-2* 
या ; 
(D—Y) (D+2)y= xe 
पुरक फलन है 


y=ce*--(e, +csx)e-2 (Ü 
विशेष समाकल है - 


शा l l = 
DT Dy DITO? 
मान लो 
l -2 
u= p+. Xe x 
तब 


g +2u=xe-?x 
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हल करने पर 
u=e™™f(xe™x)exdx = l/2xienns 
अबमानलो 
l 
DT +2 u, 
तब 
na न"273/2722-26 
अत: 
s y=e-%[(l/2x*e-22)e2xdx= ]|6xše_2% 
अन्त में 
| 
NIE 
अर्थात 
dy -- | /6:८0८-४ 
नक l/6xə3e—2x 
अतः 


y=e*[(l/6xe-™)e-*dx=e*|6 [xš3e-3dx 
चच-०/8९00(232--2--2/37--2/9) (ii) 
(i) L (ii) से सम्पूर्णं समाकल ज्ञात होगा : 
y=c,e*-F-(c, +csx) ewi (t+) e-X 


विशेष समाकल (i) के शेष पद छोड़ दिये गये हैं, क्योंकि वे पहिले ही पुरक 
फलन में अन्तविष्ट हैं । 


3.27 द्वितीय विधि : 
पिछले अनुच्छेद में हमने समीकरण (3) 
ga (a+B) क ५१७७ 


का विशेष समाकल निम्न रूप में लिखा था 


I l K 
=) B®? 
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अब आंशिक भिन्न (partial fractions) का उपयोग करके हुम लिख 
सकते हैं : 
l l 
— तिच DB Ko 


` क्योंकि दायें पक्ष को 
D—(a+ß) D+aB=(D—a) (2-8) 


से संक्रिया करने पर प्राप्त होगा 


G-A (0-8 -D-a f=) 
इसी उदाहरण को और व्यापक बनाकर हम द्वितीय विधि का प्रतिपादन करते 
हैं। 

मान लो (F(D))- जो कि D का बीजीय फलन है, आंशिक भिन्नो में 
वियोजित किया जा सकता है : 


| A; 4५ 4 
TD) ER vmar +...+ स 
हमारी मान्यता है कि ०,, as, ..., an सभी भिन्न हैं, अतः कोई भी हर द्विघाती 
नहीं है। 


अतः 


A _ 42 nly 
FO s=- +p= SS Ñ } (x) 


=4 PA 5770) 


ग पेक p SO) 

पिछले अनुच्छेद में प्रथम विधि का अध्ययन करते समय हमने देखा है कि 
55६०) 

एक प्रथम कोटि के रैखिक समीकरण का विशेष समाकल है, तथा 


De ds 
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| 
| 
| 


P 


कल समीकरण I3I 


अचर गुणांकों वाले रैंखिक अवः x 


उदाहरण : 


l. हल करो 
42) 


dy A 
ma O दा ss 


सांकेतिक रूप में लिखने पर समीकरण होगा 


(D?—5D-+-6) ४८९४२ 
या 
(D—3) (D—2) y= e 
अतः पूरक फलन है ; 
95-5८, exc, e” (i) 
तथा विशेष समाकल होगा 


= | डळ h 25 lS 
२४७5555055 [p= D) 


=e fex , ९५४ dx — e [८7४४ . ८५४ dx 


ei - i 
fe YF pet क्ट ll 
eis e (ii) 


अतः (i)+- (ü) के द्वारा व्यापक इल होगा 


y=c, ec, e” T> et 
2. समीकरण 
: (22--57--4) y=3—2x 
को दोनों विधियों से हल करो : 


समीकरण है 
(D+D (D+4) y=3—2x 
प्रक फलन है 
È t y=c;e* + ce © 
विशेष समाकल है : 
s= prore 


प्रथम विधि: 
l 
छ oF 6-29} 


=e feux (f(3—2x) ex dx) dx 
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4. 
>८-४ [टार E ei% —2x ज T es) dx 
l 
x =e Ió ex— 3 xer) dx 
l नक“ s 
=e | 7 ex— हे xex+ 7 ex ) 8 2 (ii) 
द्वितीय fafa: 
l 
=  — —(3—2. 
=por 0७ 
VES SENN 
"(52 बडो (3—2x) 
= > ex [(3—2x) ex dx— p= |G—2x) ९४ dx 
=l ८४ (3e*—2xe* + 2e7) ES 
3 3 
(perita) 
SEED et 
= (> 3 x) न -6*) 
Mn 5 
=A (ii)a 
()+() से सम्पूर्णं समाकल होगा : 
y=0e hone r+ ड 
(3) हल करो 
(D—D y=sin? x= (l—cos 2x) 2 
गुणनखण्ड लेने पर 
७-॥) (D+) y= 0-०७ 29) 
अतः पूरक फलन है 
73८ ९*--८. e=z हर 
विशेष समाकल है n ९) 


७ 0-0. Gurukul 


SERS कक 00520 
Ss D ळा) z(! 0 2x) 
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आंशिक भिन्न लेने पर 
I 


D जम्का} (l—cos 2x) 


अतः परिभाषा से 
I j| 
=F (D—!)- (I—cos 2x)—7 (D+ )-t (I—cos 2x) 


3 TA l —_ 
मान ला 
९* fe-* (] —cos 2x) dx 


e* (—e-*—[e * cos 2x dx} 
2 š 
ex Í --९०*-- (ङ e-* sin 2x— 5 ex cos 2x )} 
DE l 

z- l —ssin +ड cos 2x) 
€* |९* (I —cos 2x) dx 
९०* (ex— fe? cos 2x dx} 

l 2 š l 
= —e—* $ — -_ 2 = 

वः fe ( ex sin 2x+ s ex cos 2x)} 
=} ( l— ड e* sin 2x e* cos 2x) 


I ] l z 
h=h=— š +g ९०४ 2% ; (i) 
6)+(;) से सम्पूणं समाकल ज्ञात होगा-- 


y=cie*+ caemh + 5 cos 2x 


(4) हल करो-- 
(D?+9) y=x cos x 
सहायक समीकरण है 
m2+9=0, 
अर्थात्‌ 
m= +3i 
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]34 
š फलन ) ° | 
00 y=c, cos 3x+cs Sin 3x (i) | 
विशेष समाकल है-- | 
l l | 
PIP U > CO: I 
D-H) D+ | 
अर्थात्‌ ; | 
= [pa — = X cos x 
=D  D-3 
=],-];मान लो 
अतः l 
n=} (D—3i)- X cos x 
ix -ix 
= ie ९०३५ x COS x dx, cos x= ica 
6i र 2 
T eix [í xe-2ix 4 xei} dx 
l x > eix { न ३ 
=| -z “जज Til a 7 6 | 
h=% (D+3i)-! x cos x 
= eri fei x cos x dx 
¢ 
0९ Jxetix- xet) dx | 
eix ex l e-ix  e-ix 
= I. 4; +l गाज पता जात } 
सरल करने पर, तथा ; 
sin x=(eiz— e-ix)|(2i) 
का उपयोग कर 
॥-॥४७हु* cos n sin x Gü) 


(i) ब (ü) से सम्पूर्ण समाकल ë — 


y=e, cos 3x+c, sin 3४+हु ४ cos x+} $sin x 
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प्रश्‍नावली 22 
{> š 
निम्न अवकल समीकरण हल करो : 
| l. (D°—3D+2) y=e* 
| dy 
ER IS 
2; Tè 2-5: 
3. (४-2 kD+k2) y=e* 
429 I E 


CO 
5. gata y=sec ax 


7. (D°FD).y=]I/(l--e*) 
8. (D?—]l) y=4 xe* 


2 


ay dy WY 
3.3 विशिष्ट विधियां (Special Methods) 
हमें ज्ञात ही है कि समीकरण ॥(7) y=f(x) के विशेष समाकल को हम 


| 
या 
>55[7(9))7 f 
से दर्शाते हैं। अब /(2) के भिन्न-भिन्न विशेष मानों के संगत हम विशिष्ट विधियों 
का प्रतिपादन करेंगे । हम प्रत्येक विशेष स्थिति के संगत सूत्र की उत्पत्ति भी 
बतलायेंगे, किन्तु ये संब मानक परिणाम है, अतः समीकरणं हल करते समय 
उनका सीधा प्रयोग किया जायेगा । 


3.3] {E(D) ०४८५ 


चू Ders —=qaeaz, 
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D2eax= aes, ... 


Dneax—anez2x 
अतः 
F(D) ८८०७(70०--०, णन an, Dan} ९ 
=(an+a, ari" नका वनवा) e% 
=o F(a) ट्क) 


इससे सुझाव प्राप्त होता है कि यदि F(a)=0, 


l 
(D) C FG) 


इस सुझाव को आसानी से प्रमाणित किया जा सकता है, क्योंकि उपरोक्त नियम 
“]) द्वारा 


F(D) a eas) = z FO ; =eax 


यदि ॥(८)६0 जब F(a)=0 हो, इसका नियम अगले अनुच्छेद में प्रतिपादित 
किया जायेगा । ० 


3.32 (#(0)- eax, V, 
जहाँ V, X का कोई भी फलन हे । सर्वप्रथम हम सिद्ध करेंगे कि-- 
F(D) (ex V)=eax F(D+a) V 


हम लीबनीज प्रमेय (Leibnitz’s Theorem) का उपयोग करेंगे। जिसकी सहायता 
से दो फलनों के गुणन का वां अवकलज ज्ञात किया जा सकता Š | 


Des . 7)5(00 ८०) Vn (9० eax) (DV) 

न॥20 (n— ) (90-22० (DPV) ++: +em (Dn) 
==an.eax, डी ex ०॥--/2(0) (n—l) ८८-४१ eax p2J-eaz Dny 
=e“ {añ} nani 0/2॥0--) an-3 02. Dn) V 
=e% (Da) 
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| जहाँ n कोई भी धनात्मक पूर्णाक Š । अतः 

r F(D) (ex V)=(Dn-+-a, Dr" an; Day) (eax V) 

| =ex{(D-a)sa(D-Fanly... Fan- (D+a)+an} V 

| २००५ F(D+-a) V (2) 


| 


इससे सुझाव प्राप्त होता है कि 


ie I 
FDS 


इसकी सत्यता को प्रमाणित करने के लिये हम उपरोक्त सूत्र के दायें पक्ष पर 
F(D) से संक्रिया करते हैं, तब हमें प्राप्त होगा 
] i 
F(D) | [o r}] =e% F(D+a) DFO } 
=6 J 
(2) के द्वारा चू'कि । F(D+a) एवं {FD +a} प्रतिलोम संक्रियायें हैं । 


अत: उपरोक्त सूत्र सत्यापित हुआ । 


3.33 अब हम l/F(D) ०० का हल प्राप्त करेंगे जबकि F(a)=0 इस स्थिति 
में (9-८) को F(D) का गुणनखण्ड होना चाहिये । मान लो कि 


I F(D)=(D —a)? (a) 


जहाँ 
#(a)£0 
अब पिछले अनुच्छेद के सूत्र में /7-- लेने पर 


I I l Mh j= 
F(D) = (D—a)} $D) e= Daj ॥४(७ } 


चूंकि ढ(८)६0 
l =उळ ७72 
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यह ध्यान रखना है कि संकारक T/D संकारक D का प्रतिलोम है, अत: सकारक 
D किसी फलन का % के सापेक्ष समाकलन करता है, तथा l/DP के द्वारा 
?-बार समाकलन किया जायेगा । 


3.34 जत्र सहायक समीकरण के दो मूल बरावर हो, m, एवं m, उसको 
निम्न रूप में लिखा जा सकता हैत 
772 -- 2mm, +m = 0 


इसके संगत मूल अवकल समीकरण होगा-- 


dy CVE NE 
Tes 2m, A +m? y=0 


या 
(D?—2m, D+m°,) y=0 
अर्थात्‌ 
(D—m))° y=0 ; (3) 


अनुच्छेद 3.23 में इसे हल किया हे, यहाँ उसी हल को प्राप्त करने की विकल्प 
विधि दी जा रही है। 


हमें ज्ञात है कि )=८, enz एक हल है । अब बराबर मूलों के संगत 
अधिक व्यापक हल जानने के लिये, हम y= en . V प्रतिस्थापित करते हैं, जहाँ 
V, का फलन है | तब 3.3 के (]) से 


(D— my)? {em V} 
=ems(D— min) V= em D? V 


अतः समीकरण (3) का रूप होगा 


D!V=0 
हल करमे पर 


V=C;,+ Cx 
अतः 


y= (¿ir oox) ene 


इसी प्रकार यदि मूल mp बार पुनरावृत्त हुई है, तब समीकरण (Dm)? 
= 0 का रूप होगा 


DPV=0, ` 
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जिसका हल होगा 
V=c,--c,x+c,x2+ X c xb> 
तथा 
jv (c, eax cx? Re काट ) ems 
उदाहरण : हल करो 


a (D?—2D?-5D--6) y=e** 
अर्थात्‌ 


(D+2) (D—) (2-3) y=e** 
पूरक फलन Š 
7च०॥९१४--८२९*--८४८% 
विशेष समाकल हे 
व्य का Ss यी 
”= DF) (D— D (D—3) ° 
2222 2 SE 4x 
= e 
(4+2) 6—) (4—3) 
] 


= Fox 


8 l 
अतः (i) +G) से सम्पूर्ण समाकल प्राप्त होगा 
y=cier*-cse* --८३८९* + 5 (४-८ 
(2) हल करो 
dy 5 
तवटे 
अर्थात्‌ 
(D+) D-DD y=2Fe*ex 
सहायक समीकरण के मूल हैं 


__ Lkid3 
=, 


अतः प्रक फलन है 
y=c, e * + 22९59 Cos (झर xtcs) 
विशेष समाकल है : 
r 


SS -= 2x _ 
y= (20९००) 
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G) 


(ii) 


ण एवं 
]40 अवकल समीकर u 


D} C++ D+!) D+D 


ex || RoR स Es, 
=2 gpI CC EC D+i D+! 


=2+—- +$ DFI ex 


p=% 


गति विज्ञान 


x 


—— 


"कि D+i=0 होगा, जब D को -] लिखा जायेगा, अतः इस अंतिम पद का 


मान इस विधि से नहीं निकाला जा सकता । इसक लिये 


l 7 
(६४९६ TE 


F(D) 
का प्रयोग करेंगे, V= मानते हुये । अतः 


l पडा 
$ DFi (ea) =$ e © = I) जा ] 


अत: विशेष समाकल है 
2--/9 e®x--]/3 xe-* 


तथा (i)+Gi) से संपूर्ण समाकल ज्ञात होगा : 
2x 
y=c,e—*+- c,e*l2 cos (+c) +2+ +e 


6) (D—2)yy=ex4+ xe 


पूरक फलन है 
J=(ci+-cax) e% 
विशेष समाकल है 


] ] 
“छत 5 त्री 


l 
=D DF * 


y=ex+ aX 


Gi) 


G) 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


— 


== 
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=e + ex 2 6 ) 


ys 
=e 2x 
Rr 


+G) से सम्पूणं समाकल ज्ञात होगा । 


Yy=(c,+cox) exes er 
(4) हल करो : 


= 3 
Sat a2y=sin aX 
या 
(D°+ ००) y=sin ax 
अतः पूरक फलन है 
y=cs cos ax+c, sin ax 


विशेष समाकल है 


I - 
: =D- Dra १" 
चूकि 
elax=cos ax+i sin ax 
अतः 


i 


DOF 


का अधिकल्पित भाग 


l Pe eiax— AAS 3 y 
Da (D—ia) \D+ia 
l eiax 


= Dia ल 


EN 
= ९१४4 D ( Jia ) $ 


EY —ix S 
= Eo == (cos ax+- i sin ax) 


in एकर a 
oS) फ 
2a 2a 
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4I 


(ii) 


© 


(i) 
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॥42 


अत: विशेष समाकल क 
JA ED 


AND <s 
जो कि Gü) का अधिकल्पित भाग ()ॐ() से संपूर्ण समाकल हैं : 
5 x 
y=eo, COS ax--cs SID ax—>q ९०९ ax 


टिप्पणी : समीकरण (20*--०/) y=cos 4X का विशेष समाकल (H) का 
वास्तविक भाग होगा । अतः 


NEA. 
m द्भ ९08 ax= zg Sin ax 
ap 


ये दोनों परिणाम अनुच्छेद 3.36 में उपयोगी सिद्ध होंगे । 
प्रश्‍नावली 23 


निम्न समीकरणों का सम्पूर्ण समाकल ज्ञात करो : 
L. (D—3D+2) y=% 
2, (0१-2/१-5/0 4-6) y=(e+3) 
3. (D’—]) 73% 
43 Z —y=(ehD) 
dy dy aas 
5. --3 —+3 tye 


6. (D— 2} y= @2xlxx2 


dy 
4 +4y=eë* COS X 


9. (Di+D—2) y=e* 
I0. (D2—4D+4) y=xše%* 
lI. (0+-2) y=2 sinh 2x 
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3.35 {F(D)}- sin ax एवं {F(D)}-! cos ax 


sin ax के उत्तरोत्तर अवकलन (successive differentiation) से हमें प्राप्त 


होगा: 

D sin ax=a cos ax 

D? sin ax= —a? sin ax 

D? sin ax= — a? cos ax 

D* sin ax= --at sin ax=(—a?)? 
व्यापक रूप सें 

(Dr sin ax=(—aš)" sin ax 

अतः 


F(D?) sin ax={D 4a, D?"-34...-+an-; Dar} sin ax 


={(— a)n +a, (--५१)४ -- ... -- ८... (—a2)+a,) sin ax 


=F(—a?) sin ax 


इसी प्रकार 
F(D?) cos ax=F(—a?) cos ax (!) 
इससे सुझाव प्राप्त होता है कि 
I= ] : 
Fo) n DE sin ax (2) 
यदि 
F(—a’)=0 


इसको सत्यापित करने के लिये हम दायें पक्ष पर F(D?) से संक्रिया करने पर 
पाते हैं । 


F(D) a ax |= A (F(D2) sin ax), 
चूंकि /F(—a2) एक अचर है, 


= न्ट sin ax, 
(2) के द्वारा 


=sin ax 
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यदि F(D) में D की विषम घातें भी अंतविष्ट हैं, तव 


F(D)=F,(DD)+ DF(D?), 


त्तब 
F क्र ax= F(D2+ 20000] 
-AE 
PEDR Ca) 
(2) के द्वारा 
= p+qD sin ax, 
मान लो 
] || ) 
=(p—4D) Ë कक sin ८») |? 
चूकि 


7-42 एवं l/(p—4D) 
प्रतिलोम संक्रियाएँ हैं : ग 
=(p— 4D) { qD sin ax} 


=(p—qD) रिक्त sin ax } 


sin ax—qa cos ax 
p+ 4*८* 


इसी प्रकार हम cos ax के लिये सिद्ध कर सकते ë! 


l 
FD cos ax Fa) cos aX 


उपरोक्त नियमों को अधिक व्यापक रूप में इस प्रकार लिखा जा सकता हैर 


Fo) sin (ax+b)= F sin (ax+b) 
एवं 


i 
FD) (ax+b) F cos (ax+b) 
3.36 अपवादभूत स्थिति (exceptional case) 


यदि 2?--०१ F(D) का गुणनखण्ड है, तब 2? के स्थान पर --८१ प्रति” 
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स्थापित करने पर विशेष समाकल का हर शून्य हो जायेगा, अत: पिछले अनच्छेद 
की विधि अनुपयुक्त होगी । 


यदि 
F(D)=(D?+a°)$(D), _ 
क(द) ८0, 


तब (F(D))- sin ax का मान ज्ञात करने के लिये हम सर्वप्रथम (D+ ayn 
sin ax का मान निकालेंगे, फिर उसके परिणाम पर संकारक PCD) 
संक्रिया करेंगे । 


जहाँ 


अनुच्छेद 3.34 के पश्चात दिये साधित उदाहरण 4 में हम यह परिणाम 
सिद्ध कर चुके हैं: 


I —X 
Dyan ax= प्छ ax 
एव 
कफ 005 ax= 3 sin ax 
उदाहरण : हल करो : 

(Di+0D3--9) y=cos (2x+ 5) 
अर्थात : 
(D2+ ]) (D2+9) y=cos (2x+ 5) 
सहायक समीकरण है 

(४77 -- ]) (m?+9)=0, 


= ॐ, +3i 


जिसके मूल हैं 


अत पूरक फलन है 
y=c, cos x--c sin >--०३ cos 3x--cy sin 3x (0) 
विशेष समाकल है 


] 5 
ह (DFI) (F9) cos (2x+ 5) 


EDE बय CFE) cos (2x+5) 


= i5 z ९०४ (2x+5) (iii) 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


TS 


46 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
संपूर्ण समाकल (i) Gi) से प्राप होगा । 
१०, cos x+-cs Sin x+, COS 3x+c, sin 3x—]/I5 cos (2x+5) ds 
(2) (D?+3D+2) y=cos 2x 


aata 
(D+!) (D+2) y=cos 2x 


अतः पूरक फलन है 
2 es (i) 
विशेष समाकल है | 


l > 
y= DIDF cos 2 


l i 
ey) Fr) cos 2x=sp—3 cos 2x 


अब हर में D° प्राप्त करने के लिये हम निम्न विधि अपनाते ë 


l (3D+2) 3D+3 
3D—2 (3D-—2) (3D+2) 9D? š 
` अतः 
3D+2 
3९% 2x= र 2 cos 2x 


Si Í 
— Z (3D cos 2x+-2 cos 2x) 

=i ; 
= लत (—6 sin 2x+2 cos 2x) 


Leo 
= mC sin 2x—cos 2x) (ii) 


अब (0)--0) संपूर्ण समाकल प्राप्त होगा : 


४०९२-८०-०२ (3 sin 2x—cos 2x) 
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विकल्प विधि : विशेष समाकल निम्न विधि से भी ज्ञात किया जा सकता है 


š ] 
| y= OF) OJ cos 2x 

_ (D-DD —2) a 

= (0) (D4) ९७८२ 

_ D?—3D +2 

CES D (EAA 2x 

= ]/40 {D? cos 2x—3D cos 2x+-2 cos 2x} 
=]/40 {—4 cos 2x-+6 sin 2x--2 cos 2x} 


| =I/20 (3 sin 2x—cos 2x) 
(3) (D?—2D+4)y=e* cos x 
सहायक समीकरण है  m?—2m+40=, अतः m=] --74/3 


पूरक फलन है 
द e*(c, cosV/3x--c, sin x\/3) (i) 
ष समाकल है 
l 
y= D—2D F4 ९* cos x 


š 
= e (D+ तल बाळ ह घळ) छम्फम्ब t4 cos x 


l 
= ex D73 cos x 


al 
==ex Has cos x=L/2 e* cos x (7) 
अतः (7) +-(/;) से समाकल प्राप्त होगा-- 
y==e*(c, cos xV/3+-cs sin xM/3)+-l]2 e* cos x 


(4) (D?+-4)y=cos 2x+-cos 4x 
पूरक फलन है 

` y=c; cos 2x +c, sin 2x (i) 
विशेष समाकल है E 


I 
Y= ppg (Cos 2x--cos 4x) 
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रकत | 


अब 
= l os 4x l cos 4x 

हज ३०४८ a C [2 

हमें ज्ञात है कि 
] irr, 

फफक cos ax= Ja sın ax 
अतः 

छ््फ् cos 2x=X/4 sin 2x 
विशेष समाकल है 


y=X/4 sin 2x—L/I2 cos 4x (ii) 
अतः (7)+(ॐ) से संपूर्ण समाकल होगा 
y=c; cos 2x-+-c, sin 2x+-l/4 x sin 2x ]/]2-c0s 4x 
प्रश्‍नावली 24 
संपूर्ण समाकल ज्ञात करो 
l. (D?+3D—4)y=sin 2x 
(D+ D?+D+-l)y=cos 3x 
(D!+2D—3D”)y=e-4-sin x 
(D’—4D+3)y=e* cos 2x 
(D6D:+IID--6)y=2 sin 3x 
(D?—2D+5)y=e?* sin x 
(D+ l)y=:cos x 


2 = m m = > !> 


(D—l)y=cosh x cos x 


(संकेत cosh x=e*-Le-xJ2 रखो) 


42 d 
2: dx + GE +y=sin 2x 


d“ 
]0. dy च्य 2x 
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3.37 {F(D) X, 
जहाँ m धनात्मक पूर्णाक है । 


पहिले हम (D - 4)-2/७ का मान निकालते हैं अनुच्छेद 3.26 से हमें 
ज्ञात है पुनरावृत्त खंडण: समाकलन द्वारा ; 


(D—a)-! x™=eafe-ax, xm dy 


ENCE e—ax m(m-—]) 
= 24% xm- — क, Et ~ 
e { A m न्न २2४ | (!l) 


लेकिन यदि हम I/(D—a) का विस्तार p आरोही बातों में करें, तो हमें प्राप्त 
होगा । 


I 


स्या yy: 
(2६2५502 फाळ” 
=—la(l+Dla+ DšJa*+ D°Jx3-L ...) X 
] 7 शण m(m—!) z m(m— | ) 
न्यत Í Xm क्र iS TET = =m 32 l 


जो कि (l) के समान ही हैं। हमने 3.26 में देखा ही है कि IFD) को 
आंशिक भिन्नों में वियोजित किया जा सकता-है, एवं हम प्रत्येक आंशिक भिन्न 
को D की घातों में विस्तार कर सकते हें । हमें यह भी ज्ञात है क्रि (#(70))-4 
का 2 क्री घातों में विस्तार वहीं होगा, यदि हम पहिले उसे आंशिक भिन्नो में 
वियोजित कर लें फिर प्रत्येक पद का विस्तार करें या उसका विस्तार किसी 
अन्य विधि से करें। अतः (#(/0))-7/” का मान ज्ञात करने के लिये, हमें किसी 
भी विधि से ((2)) 7 का D की घातों में विस्तार प्राप्त करना है एवं इस 
विस्तार से हम +” पर संक्रिया करेंगे । चू'कि xm के वे अवकल गुणांक जिनकी 
कोटि # से अधिक है, शून्य होते हैं, अतः विशेष समाकल में पदों की संख्या 
परिमित होती है । 


उदाहरण 
(l) हल करो 
(D? +4)y=x? 
सहायक समीकरण हू-- 
m?+4=0 
m?+4=0 
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अतः 
अत: परक फलन है क 
3 ` y=c; cos 2x+ C3 SIN 22 
विशेष समाकल है 
~ x 2 
= 254 * 


[4 (i+ D2/4)- X° 


= ]/4 (—D°/4+]/6 D'—...) X° 


= ]/4(X—2|4) 


O+ से संपूर्णं समाकल ज्ञात होता gi 


१२०] cos 2x +c, sin 2x+ |/4 (x— l/2) 


(2) हल करो . 
(2%-2/0--4)/5524+3:2-5> 
अर्थात \ 
(D+2) (D?—2D +-2)y=xt+3x*—5x 


सहायक समीकरण के मूल हैं 
m=—2, पां 

अतः पूरक फलन हूँ f 

y==e,e-2*--ex(c, cos x+ cə sin x) 
विशेष समाकल हे-- 

l 

y= DID + 3x2— 5x) 

अब 


(D:—2D+4)!=IJ4{I—(L/2 2-7१4) 


--]/4 [--(]/2 D—D१/4)+(L/2 D—D°|4)+(I/2 D— Ds/4)° 
+(l|2 D— 2240 
3२4 (I+ /D—PD3J4--/4 ०५--/4 D+ [8 23--[॥6 


इस विस्तार में केवल Dt तक पद लिये हैं . 


अतः 


25(॥॥/4+/8 D-+/6 ०१--/32 D? -. 3/64) (४५-- 3x2— 5x) 
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छे 


4 []--[॥2 D+/4 0०--]॥8 73--3॥4 Ds} 


(i) 


(i) 


eo —— | 


—F m 


= 


अचर गुणांकों बाले रैखिक अवकल समौकरण I5] 


समाकलन करके सरल करने पर 
= ]/4 xt+ |/2 x3--3/2 x?— 5/4 x—/8 (77) 
(0)-+-(/) से हमें संपूर्ण समाकल जात होता हैं 
Jy= ce e-2x + ex(c, cos ४-८३ sin x) 
+ l/4 xt- |/2 ४१--3/2 x2—5/4 x—]]/8 
(3) हल करो 


429 p 
AEP s 
पूरक फलन है 
y=c, cos x+c. sin x: (i) | 
विशेष समाकल है 
Y D dË ] Xe?x 4 > 
2 l z. | ' p) 
=० तठ 2 च्यः ॐ JRIRSR À 
3.32 केद्वारा j 
J : y, 
=e" S ADFD * > 4 


=e|5%(l+4/J5D+J5D2)2X 
=e%JS(l—4/5D+..)X 
=e?*]5(x—4/5)=e?*/25(5x—4) (ii) 
G+ (ü) से हमें संपूर्णं समाकल प्राप्त होता है 
y=c; cos x+c. sin x+ e” p4S(5x—4) 
(4) (D?—4D+3D)y=X" 
या 
D(D—]) (D—3)y=x? 
अतः पूरक फलन है 
y=c,+c,e*+ cs es (ii) 
विशेष समाकल है के 


l =y 
> DD 4DF) 2 
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l/D.l|J3(—4D|3-+ D?/3)-"X° 
२-70-(/34-42/9--3/27 D° +...) X° 
-5(॥/3 27--4/9--3/27 D)X° 
=x?/94-4/9 x2--26|27 x (i) 


Gi) L (ü) से संपूर्ण समाकल ज्ञात होता है 
y=c,+cyer+csex+-l]9 x2+ 4J9 x°+ 26/27 x 
3.38 {FCD)FIxY, जहा V, X का कोई फलन है 


लीबनीज्‌ प्रमेय (Leibnitz’s theorem) से 


Dr(x. V)=XD"V +nD"-+V 
=xDrVH( z Dn १४ 
xÇ dD 


चूंकि F(D), D का एक बीजीय फलन है, हमें प्राप्त होगा 

F(D) (x.V)=XF(D)V+F'(D)V (i) 
प्रतिलोम संकःरक I/F(D) के लिये संगत सूत्र निम्न रूप से निकाला जा सकता 
है 
सूत्र (!) में F(D)V= V, प्रतिस्थापित करो 


तब 


l 
y= FO) Vi 


चू कि V, x का कोई भी फलन है, /, भी x का कोई भी फलन है । अब (l) ` 


का रूप होगा 
| y l 
FD)XFpy Vi=xV, FFD FD 
दोनो पक्षों को |/ह(2) से संक्रिया करने पर एवं पक्षान्तर द्वारा प्राप्त होगा 


F'(D) 


Fe l 
F(D) i F(D) {E(D} v, 
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I 
| इप्ती सूत्र को V के पदों में लिखने पर 


श्र व ल्क आ ल d l 
| ro =X ro) V+ {ar 5 |” 


इसी को और व्यापक बताकर Xr 9 के संगत जहाँ r धनात्मक पूर्णांक है, विशेष 
समाक्रले का सूत्र ज्ञात किया जा सकता है, किन्तु वह अधिक सुविधाजनक नहीं 
होता । 
उदाहरण 
| हल करो 
$ (D?-- Dy= xešx 
पूरक फलन हे 
वट i, y=c,ex+ e,e3⁄ 
वशेष समाकल है “s 
l -a 
yy E 


चू कि समीकरण का दायां पक्ष xV प्रकार का है, अतः पिछले अनुच्छेद के सूत 
का उपयोग करने पर 
AAA š Pp न 
Y= DT DS 
=x /8 ९%- ]/82 (2/0)2% 
=—]/8 ४८७५-- [/32.(3237) 
y= /32 esx(4x—3) (ii) 
(४)--(४) से संपूर्ण समाकल है 
y=e,e*--c,ex+ /32 ex(4x—3) 
(2) हल करो 
(D:+3D+2)y=<x sin 2x 
पूरक फलन है ; 


y=c,e*-+- c e (i) 
विशेष समाकल है 
in 2x 
y= ककम) x SIn 


l ° SDI : 
= sin 2x— DDF) sin 2x 


r 
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l í 2p+3 _ 2 
=X. ज्य A 2x— a+ ३772): sin 2x 
2DH3 oy 
35 ण 2x 85-5१ sin 2 
3D+2 i CD) sin 2x 


2४६ JD sin 2x 5p —I2D}4 


3D 2D+ 


तर्क 4 sin 2x— ठू) -T2D +4 sin 2x 


] RE 2/2--3 . : 
= = बह? (6 cos 2x+2 sin? x)-+-4 3Dp 8 Sin 2x 


] QD+3) (32-8) . 
O (3 cos 2x+ sin 2.0) + 4 ( — =. sin 2x 


| 6D?—7D—24 


=—X/20(3 cos 2x+sin 2x) न An 2x 


l 
— = (3 cos 2x+sin 2x)+ "उठत (24 sin 2x+7 cos 2x) (ii) 


()+() से संपूर्ण समाकल ज्ञात होता है । 


y=cc™*-csen¥— ]|200 (30x—7) cos 2x— ]/I00 (5x—I2) sin 2x 


प्रश्नावली 25 


समीकरणों का संपूर्ण समाकल ज्ञात करो 
l. (D’+4)y=X2 


dy dy 
2. A 5— dx TOV =X 
3. (D?+3D?+2D)y=X? 
4. (D*+2D+I)y=x cos x 
a ray 
5 उऊ +8y=X4!+2x+] . 
6. (D?--2D+Ty=X sin X 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


अचर गुणांकों वाले fas अवकल समीकरण l55 
dy d 
Te A z 


AT — 9 dy 242 sin x 


a 2 
8. dx? +4y=sinx 


` 


D(D?+4)y=48 X° 


]0. (D2—4D +3)y=2 Xex 


विविध प्रश्नावली 26 


समीकरणों का संपूर्ण समाकल ज्ञात करो 


d° dy & 
TaS ds F 6y=x+ e 


3. i —y=sinh x 

4. (D?+4)y=sin 2x 

5. (D—l)y=8ex 

6. (D?+2D+4)y=e* sin 2x 
7. (D?+D—2)y=e* 


८6 हक h 
ह क तचा रन 


9. (D?—3D+2)y=sin 3x 
lO. (D+ D+ )%(D—2)y=0 


4 
l. क्र cos x 
` वभा dèy d =xe* 
Ea au a 


]3. (2D2+2D+3)y=x?+2x 
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I4. (D?+9)y=x cos x 
I5. (D°—G6D--l3)y=4e%x sin 2x 


6. (Dt-+-8D*-Ll6)y=cos2X 


diy 
I7. Ja —y=x sin x 


d?y 5 š De 
I8. ऋः X sin x+(] + x2)e* 


d? 
I9. क्र +4 +4y=2 cosh 2x 
20. (D2—I])y=x2 sin 3x 


dy d dy 
Tsar प d E 


वश d 
225 जर्ळ +2p—— +p2y= B cos kx 


ds 
23: = +y=e*l? sin x/3/2 


dy dy 
कह क =e (+x) 


25. (D‘+2D}Iy=X? cos x 


26. निम्न अवकल समीकरण को हल करो. 


doy 
क चा, 
प्रतिबन्ध दिया है कि जब 
Š x=0, y= 0, 
एवं जब 
X> 


2 परिमित सीमा को अग्रसर होता है। 


7. दर्शाओ कि समीकरण (Denn l)y=0, 


हल में एक पद Ae* हैं एवं 
निम्न रूप के पदों के” युग्म s> 3 य 


९५७, cos sx+C, sin SX), 
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तथा 


3.4 प्राचल विचरण विधि (Method of Variation of Parameters) 


अव हम अन्तिम विधि पर प्रकाश डालते हैं। यदि रैखिक समीकरण का 
पूरक फलन ज्ञात हो, तो इस विधि द्वारा उसका सम्पूर्ण समकल ज्ञात किया जा 
सकता है । यहाँ केवल अचर गुणांकों वाले अवकल समीकरण का इस विधि से 
हल ज्ञात किया जायेगा, परन्तु यह विधि चर गुणांकों वाले अवकल समीकरण पर 
भी प्रभावकारी ë | 


मान लो 
72ण2प१०// (D) 
द्वितीय कोटि का समीकरण है (>, एवं ys y के क्रमशः प्रथम एवं द्वितीय अवकल 
गुणांकों को दर्शा रहे हैं; यही संकेत सभी चरों के अवकलजों के लिये लिखा 
जायेगा) मान लो समीकरण (!) का पूरक फलन ज्ञात है (या कि ज्ञात किया 


जा सर्वा है) 


y=au+by, 


जहाँ a एवं b अचर हैं, तथा u एवं v (!) के दो एकघाती स्वतन्त्र हल है । 


अतः u,+pu,+qu=0 ) 
j (2) 
इसी प्रकार y, pyi--qy=0 
मान लो 
y=Au+ By (3) 


अभीष्ट सम्पूर्ण समाकल है, जहाँ A एवं 3, x के कोई फलन है, जिनके मान हमें 
ज्ञात करना है । 


(3) का > के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त होगा 


y=Au,FBviF(Au Biv) (4) 
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हम फलन 4 एवं B का चुनाव ऐसा करेंगे कि 
A,u+ Biv=0 (5) 
तब (4) से हमें प्राप्त होगा 
yı =4u,+ Bv: (6) 
(6) को x के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 
y= Aug By + (Art, Biv) (7) 


yayı एवं Ya के मान क्रमशः (3), (6) एवं (7) से () में प्रतिस्थापित करने 
पर हमें प्राप्त होगा 


Au, Bv + (A+ Biv) +p(Auy + Bry) 4(Au + Bv)=R 
पुनविन्यास करने पर 
A(u+pu+qu)+B(v +p +g) + Aru Bri R 
अब (2) की सहायता से हमें प्राप्त होगा 
Au, +B =R (8) 
अब (5) और (8) को हल करके 4; एवं 8 के मान निम्न खूप में प्राप्त 


Ai BEER ¢ 
> — Yu — uv, 
अतः 
EYR 
A u ° 


समाकलन करने पर 


yR : t 
d = dx +c, = /)+०, मान लो 
तथा 


—uR 
“= | =u; dx+ C= g(x) +c 


अन्त में 4 एवं ह के मान (3) में प्रतिस्थापित करने पर हमें सम्पूर्णं समाकल 
ज्ञात होता है-- टे 


25(/0+०)४+(३(०७-+-०)» 
= (cuca) (uf(x)- y 4(x)) 
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टिप्पणी : यह विधि गणितज्ञ लैगरेंज Lagrange* के द्वारा प्रतिपादित की 
गई । इसकी सहायता से तीन या उससे अधिक कोटि के अवकल समीकरण को 
भी हल किया जा सकता है; लेकिन तब युगपत समीकरणों की संख्या अधिक बढ़ 
जाने से उनको हल करना बहुत क्लिष्ट होता है । 


उदाहरण : । समीकरण 


dy 


Pd ‘y= 4 sec ax 


को प्राचल विचरण विधि से हल करो । 
सहायक समीकरण 


m?+a?=0, m= ia 
अतः पूरक फलन है 
y=cy cos ax+C; sin ax 


मान लो 
u=cos ax, Y=SIN ax 


मान लो 
y=A cos ax+ B sin ax 


दिये हुये समीकरण का सम्पूर्ण समाकल Š, जहाँ 4 व B, X $ फलन हैं । 


तब प्राचल विचरण विधि के अनुसार हमें 4 एवं B, जहाँ A= dAfdx 
तथा Bı=dB/dx के मान निम्न समीकरणों से ज्ञात करना होगा-- 


A. B, a sec ax 
NI G0 
sinax  —cosax —a sin? ax—a cos? ax 

अत: 
sinax dd 
२) cosax dx 


*जोसेफ लुईस लैगरेंज (Joseph Louis Lagrange), (।736-83) 
विश्व के महानतम गणितत्ञों में से एक थे । उन्होंने अवकल समीकरणों पर बहुत 
लिखा, तथा एकघाती आंशिक समीकरण के सिद्धान्त को सर्वप्रथम उन्होंने ही 
प्रतिपादित किया । ।774 में . उन्होंने विचित्र हूल के सम्वन्ध में लिखा; तथा 
779 एवं [785के लेखों में प्राचल विचरण विधि का प्रतिपादन किया । 
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अर्थात्‌ = 
(—Ssin ax) 7. 
cos ax 


dA= — 


समाकलन करने पर 


वच log cos a x+, 


इसी प्रकार 
qB 
B, = dx =- l 
अतः 
B=x-Fc;s 


अतः सम्पूर्ण समाकल होगा-- 


y= C log cos ax C, ) cos ax+(X+- C.) sin ax 


a l š 
= (Ci cos ax+c, sin ax) ARSE cos ax log cos ax+ X sin ax 


प्रथम कोष्टक में पूरक फलन है, शेप विशेष समाकल Š । 


(2) हल करो 
(D?—2D)y=e* sin x 
सहायक समीकरण है 
m(m—2)=0 
अतः पूरक फलन है . 


=C + cze? 
मान लो a 
u=], y= ex 
तथा 
J=A+ 20% 


तब प्राचल विचरण विधि के अनुसार हमें 4, एवं B, 'जहाँ 4,=44/4५ तथा 
B,= 48/4४ के मान निम्न समीकरणों से ज्ञात करना है 


A B, _ es sin x 
etx ज्जा `= x — 24 EO TIRS 
अत: 


dA l ; 
A= वश 3 e* Sin x 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


अचर गुणांकों वाले रैखिक अवकल समीकरण i6] 


एवं 


अतः 


dB |l z 
B,= वन = e~ sin x 


l x 
A= | = ex sin xdx= — ls ex (sin x—cos x)+ C, 


एवं 


4 


l : 
B= Ë e-~" sin x dx= — i शक (sin x+cos x)+ C; 


सम्पूर्ण 


समाकल होगा-- 


y= Au Bv 


ies 
=— g *(sinx—cos x) +C, + Íc,— r e-* sin x+cos >) ex 


=( C+ Ce% )—g e sin x 


(3) समीकरण 


(D?+4)y=4 tan 2x 


को प्राचल विवरण की विधि से हल करो | 


हल : पूरक.फलन है 


y=0, cos 2x+ c, sin 2x 


मान लो सम्पूर्ण प्माकल है 


y=A cos 2x+B sin 2%, 


जहाँ 4 एवं B,x के फलन Š । तब प्राचल विधि के अनुसार हमें A,=dA]dx 
तथा B,=dB]dX के मान निम्न समीकरणों से ज्ञात करना है । 


अतः 


अर्थात्‌ 


A 2, _ 4 tan 2x 2 
Sin 2x Leos 2x 27609 Jos 2x+ sin? 2x) 2tan 2x 
dA sin? 2x 
= 837 ` cos 2% 
(L—cos? 2x)dx 
= | cos 2% 


= 2[6०० 2x—cos 2x) dx 
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=log (sec 2x+ tan 2x)—sin 2x+c; 
तथा 


Bi=: = —2 sin 2x 


समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
B=cos 2x+cs 
अतः सम्पूणं समाकल होगा 
»={log (sec 2x+tan 2x)—sin 2x+c,} cos 2x 
N + (cos 2x+c) sin 2x 
४. (00 cos 2x-kcs, sin 2x)+cos 2x log (sec 2x+tan 2x) 


(4 (D3+ D)y=cosec x 
अ)र्थात्‌ 
D(D2+ Iy=cosec x 


पूरक फलन है 
y=c; +c, cos x -F-c, sin x 


मान लो सम्पूर्ण समाकल है 
y=A+BcosxC sin x, a) 
जहाँ 4, B, C, X के फलन हैं | () को > के सापेक्ष. अवकलन करने पर प्राप्त 
हो गा-- 3/4 : 
y=(— B sin x--C cos x)+(4,+ B, cos x+C; sin x) 
A, B, C का चुनाव हम ऐसा करेंगे कि 


A+B; cos x+ C, sin x=0 (2) 
अतः 


J)i= — B sin x+ C cos x 
अवकलन करने पर 


J 2=(—B cos x—C sin x)+-(C, cos x— B, sin x) 


4, B, C का चुनाव हम ऐसा करेंगे कि — 


T Cı cos x— B, sin x=0 (3) 


Js=— B cos x— 0 sin 
अतः i i 


73:32 sin x—C cos x— (B, cos x+C, sin x) 
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अब y), Ya 75 के मान समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर हमें प्राप्त होगा - 
—(B, cos x+c; sin x)=cosec x (4) 
समीकरण (2), (3), (4) को हल करने पर हमें 4,, Bp ८, प्राप्त होंगे । 
(2)+-(4) से प्राप्त ga: 
dA 
A] =x ९०४९० x 


अत: 
A=—log (cosec x +cot x) +C; 


(3) एवं (4) से प्राप्त होता है, 


c=7=-!, 
5 C=—x+c3 
तब (3) से 
B dB _ _ cos x 
OT GE sin x 
अतः 


B= —log sin x+C,; 
A, B, C के मान () में प्रतिस्थापित करने पर, हल 
y=(C, +C cos x+ G, sin x) —log (०0560 x+cot x) 
—cos x log sin x—x sin x. 
प्रश्‍नावली 27 
निम्न अवकल रामीकरणों को प्राचल विचरण की विधि से हल करो 


d?y 
l: TE +y= cosec x, 
2. (D?+2)y=er+2 


(D?+4)y=4 sec? 2x 
3x 
4. (D:—6D-+9)y=-— 


5. (D2--4)y= X2 sin 2x 
(D?+ D)y=tan x 
(D°—6D*+ lD— 6)y=e*%* 
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भाग ब 
गति विज्ञान 


Dynamics 
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अध्याय 4. 


शुद्ध गतिकी एवं बलगतिकी 


(Kinematics and Kinetics) 


4. हमारे दैनिक जीवन में हमें जिन वस्तुओं की अनुभूति होती है वे 
विराम अवस्था अथवा गतिमान अवस्था में ही होती हें । विराम अवस्था तथा 
गतिमान अवस्था का अध्ययन विज्ञान की जिस शाखा के अन्तर्गत किया जाता हैं 
उसे यांत्रिकी (mechanics) कहते हैं । इसकी दो शाखायें हैं-- 


(i) स्थिति `विज्ञान (Statics) यांत्रिकी की इस शाखा में कणों अथवा 
पिण्डों की विरामावस्था का अध्ययन किया जाता है । 


(ü)  गतिविज्ञात (Dynamics) यांत्रिकी की इस शाखा में वस्तुओं की 
गतिमान अवस्था का अध्ययन किया जाता Š | 


गति विज्ञान को दो भागों में विभाजित किया गया है । 
(A) शुद्ध गतिक (Kinematics) 


गति विज्ञान की इस शाखा में, गति उत्पादकों कारणों पर विचार किये 
बिना, केवल कण अथवा पिंड की गति का ज्यामितीय अध्ययन किया जाता हे । 
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(B) बलगतिकी (Kinetics) 
गति विज्ञान की इस शाखा में गति उत्पादक कारणों सहित गति का 
अध्ययन किया जाता है । 


4. (A) शुद्ध गंतिकी : गति की ज्यामिति (Geometry of motion) 
विराम और गति की धारणा (Concept of Rest and Motion) जब हम यह 
ज्ञात करने का प्रयत्न करते हैं कि कोई वस्तु विरामावस्था में है या गतिमान है, 
तो हम यह जानने की चेष्टा करते हैं कि वह वस्तु हमारे समीपस्थ वस्तुओं के 
सापेक्ष अपना स्थान बदलती है या नहीं । इससे निष्कर्ष निकलता है कि कोई 
वस्तु गतिमान है कि नहीं, यह दूसरे पिडों के सापेक्ष ही जाना जाता है जिन्हें हम 
स्थिर मान लेते हैं। सामान्यतः पृथ्वी को ही स्थिर मानकर हम गति अथवा 
विरामावस्था का अध्ययन करते हैं; यद्यपि हम जानते हैं कि पृथ्वी अपनी धुरी 
पर घूम रही है एवं सूर्य के चारों भोर चक्कर भी लगा रही है। स्पष्ट है कि 
विश्व में निरपेक्ष गति (absolute motion) अथवा निरपेक्ष विरामावस्था 
(absolute rest) की केवल कल्पना ही की जा सकती है । 


अत: यदि कोई पिण्ड अपने समीपस्थ पिंडों के सापेक्ष अपनी स्थिति परि- 
वतित करता है, तो यह गतिमान कहलाता है । 


विस्थापन (Displacement) 


यदि कोई कण किसी विशेष क्षण पर किसी बिंदु P पर है और तत्पश्चात्‌ 
एक समय अन्तराल के बाद के क्षण पर वह बिंदु Q पर है, तब यह सीधी दूरी 
उस अन्तराल में कण का त्रिस्थान कहलाता है। यह एक सदिश राशि है; 
विस्थापन परिमाण में लम्बाई PQ $ तुल्य है, तथा दिशा P से Q की ओर है। 


इसे PQ द्वारा भी निरूपित किया जाता है, जिससे कि उसके सदिश होने का 
बोध हो सके । 


42 सरल रेखा में गति : वेग एब nafa 


मान लो सरल रेखा पर एक स्थिर बिदु 0 है जिसके सापेक्ष हम गतिमान 
कण की गति का अध्ययम करेंगे-- 
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मान लो गतिमान बिंदु किसी विशेष क्षण पर P पर स्थित है, एवं उसके 
किसी आगामी क्षण पर © पर स्थित है, तब उस समय अन्तराल में उसका 
विस्थापन PQ होगा । यदि ?से Q तक गति करने में समय ! लगा है, तब 
20/! कण उप्त अन्तराल का माध्य वेग (average velocity) होगा, क्योंकि यह 
विस्थापन को माध्य दर दर्शाता है। यदि यह भिन्न (quotient) अचर है, तब | 
हम कहते हैं कि कण एकसमान (uniform) वेग से गतिमान है। अतः सरल 
रेखा में गति करते हुए यदि कण तुल्य समय के अन्तराल में हमेशा तुल्य दूरी 
चलता है, तब वह एकसमान वेग से गतिमान होता है । इस स्थिति में माध्य वेग 
एबं एकसमान वेग बराबर होते हैं ! किन्तु यदि वेग परिवर्तनशील है, तब 
ये दोनों बराबर नहीं होते । 


परिभाषा : किसी कण के विस्थापन की दर को वेग कहते हैं 


मान लो कि कोई कण सरल रेखा OX पर बिवु 0 से गति प्रारम्भ 
करता है, तथा ! समय के पश्चात्‌ बिंदु 0 पर आता है, जहाँ OP=x; इसके 
पश्चात्‌ न्यून समय अन्तराल 9 में वह अल्प दूरी 8% चलाता है, यदि वह बिंदु 
Q पर है, तब 2२36. स्पष्ट है कि 8/8! कण का 9! अन्तराल में माध्य वेग 
होगा । समय अन्तराल 9! जब छोटा से छोटा होता जायेगा,उसके संगत विस्थापन 
ôx भी छोटा होता जायेगा । अन्त में जब Q, की ओर अग्रसर होगा, 8४/8४ 
से विस्थापन की दर ज्ञात होगी । अतः इस भागफल (quotient) की सीमा जब 
5४-+0, हौ कण का P बिंदु पर वेग y होगा । परिणामतः 


ôt समय विस्थापन 
V= सीमा स 
8—0 ôt 


4४।4४ को हम š से दर्शायेंगे, इसी प्रकार 4१५/५४१ को x से 


यह तो ज्ञात है कि सदिश राशि होने के कारण वेग में परिणाम एवं दिशा 
दोनो होते हैं । इन दोनों में से किसी एक के बदलने से वेग एकसमान नहीं 


रहेगा i : À 
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परिभाषा : किसी गतिमान बिंदु के वेग परिवर्तन की दर को वेगबृद्धि या 
त्वरण कहते हैं । 


अब हम सरल रेखीय गति में कण के वेगबृद्धि ज्ञात करेंगे | बिंदु 0 से 
किसी सरल रेखा में गतिमान होने के पश्चात्‌ यदि / समय के पश्चात्‌ fag P पर 
उसका वेग 7 है, तथा /--8/ समय क्रे बाद Q पर उसका वेग Vey है । तब 
ôt समय अन्तराल में वेग परिवर्तन 9» है (ध्यान रहे कि सरल रेखीय गति में P 
एवं Q दोनों पर वेग की दिशा समान है) अतः यदि P पर वेगवृद्धि / है तब 
परिभाषानुसार 


ôt समय में वेग. परिवर्तन 


= सीमा 
f 5/05-->0 ót 
87 
सीमा —— 
७४-३0 ôt 
dx 
ZË 
किन्तु 
dx f dx 
V= ZF जज = ——= X ' 
: 52. गना 
इसी प्रकार 


_ dv _ dy dx _ Va 
हक — हक ° कच्च 
अत: वेगबृद्धि को दर्शाने के लिए 47/6/ या d?xjdt? या V. 4॥/०४ में से ata- 
श्यकतानुसार कोई भी व्यंजक का उपयोग किया जा सकता Š | 


वेग के समान वेगवृद्धि भी सदिश राशि है जिसमें परिमाण एवं दिशा दोनों 
है । यदि गतिमान कण का वेग समय के साथ घट रहा है, तब वेगवृद्धि ऋणात्मक 
होगी, उसे वेगल्लास कहेंगे । 
उदाहरण 


एक कण अचर वेगबृद्धि / से एक सरल रेखा पर गतिमान है | यदि सरल 


S के किसी बिदु से वह u वेग से गति प्रारम्भ करे, तो उसकी गति की व्याख्या 
करो । 
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वु पणास 


क्क GO कु 


RR TT त।ट 


शुद्ध गतिकी एवं बलगतिकी i7! 


मान लो सरल रेखा पर O एक नियत fag है, जहाँ से u वेग से कण गति 
प्रारम्भ करता है । Í समय के पश्चात्‌ मान लो कण P बिंदु पर है, जहाँ OP=x, 
जो कि चर है । तब कण की गति का अवकल समीकरण होगा : 


Y= (l) 
जहाँ f अचर है 
t के सापेक्ष समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
X=ft+c,, 


जहाँ C, अचर है तब t=0 पर 


u=0--c;, 
अतः 
Y=u+ft : (2) 
(2) को ! के सापेक्ष पुनः समाकलन करने पर 
X=ut+ gfe 
तब ।==0 पर 
0=0+0+cs 
C,=0 
अतः | 
'X=ut+— ft (3) 


इस प्रकार (l) से हमें ! समय .के पश्चात्‌ कण का वेग प्राप्त होता है, तथा (2) 
से / समय में चली गई दूरी प्राप्त होती है । यदि % दूरी चलने पर वेग V ज्ञात 
करना हो, तो, अवकल समीकरण () को निम्न रूप में लिखना होगा-- 


न (4) 
अब (4) को X के सापेक्ष समाकलन करने पर 


> हा 3— Cs, ` 
597 ET 
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जहाँ C, अचर है 
प्रारम्भ में जब ४४0, तब y=u, भतः 


i 
> ॥००0-- ८५ 
अतः Cs का मान रखने पर प्राप्त होगा — 
४१०-४१-- 2 fx 


(2) एक कण किसी सरल रेखा पर इस प्रकार गतिमान है कि उसकी 
nafa सदैव इस रेखा पर स्थित एक नियत बिंदु की ओर देशित रहती है, तथा 
इस बिदु से कण की दूरी की अनुपाती होती है; 


गति फ्री व्याख्या करो-- 


नोट : इस गति को सरल आवर्त गति कहते हैं । 


A' os 
et TTE ST z=assssaqa 


मान लो सरल रेखा 4' OA TO नियत बिदु है, तथा / समय पर कण P विदु 
पर है, जहां OP— Y, qa difa Y की दिशा op होगी । प्रश्‍नानुसार कण P 
की afa 0 की ओर देशित है, तथा X के अनुपाती है । 


मान लो कि यह ux है, जहाँ ; अचर है | तब P की गति का अवकल 
समीकरण होगा 


2052-75 - ()) 
उपरोक्त समीकरण को हम निम्न रूप में भी लिख सकते ces 
29 E —2 px 
X के सापेक्ष अवकलन करने पर, हमें प्राप्त होगा-- - 
v’=c—px® 


मान लो कि A बिंदु से शून्य बेग से गति प्रारम्भ होती है जहाँ 04-८८, तब 
.0=C— pa? 
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अतः 
ia »*=p(at— x) 

४3---१/८ V (at— X) (2) 


(2) के द्वारा O से X दूरी पर वेग ज्ञात होता है । यदि कण 4 से विरामावस्था 


से गति प्रारम्म करता है, तव 7 पर वेग 0 की ओर देशित रहेगा, जवकि > की 
धनात्मक दिशा OP है, अत: 


Y= j =T Ye Va’) 
ar 


2 dx 
e Ta 


समाकलन करने पर प्रप्त होगा-- 
x 
V (u . /) २200977 = C; 


जहाँ C; एक अचर है । प्रारम्भिक प्रतिबन्ध के अनुसार, t= O, पर x=a, 
O=cos™! | + C, 


C,=0O 
अतः š 
x 
Mb . 75/5००57 — 
२४ a 
या 
x=a cos ypt 


(2) से ज्ञात होता है कि y=0 जब (१-4१ 


अर्थात्‌ जब 
x=-ka, 
अतः यदि 4' कोई fag 0 के बायीं तरफ है, जहाँ 
OA=OA’'=a, 


तब 4' पर भी वेग शून्य होगा । 


(2) से हमें ज्ञात होता है कि = 0 पर U= \// . a हमारे प्रारम्भिक प्रति- 
बन्ध के अनुसार 4 से विरामावस्था से गति प्रारम्भ होती है, O की ओर वेगदुद्धि 
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देशित है, भतः कण 0 की ओर ही गतिमान है । जब कण O पर दला है, तब 
वेगवृद्धि उस क्षण शून्य हो जाती है, किन्तु 0 पर ऋणात्मक दिशा में वेग wt 
होने के कारण कण 0 के बायीं तरफ गतिमान होता है । ज्योंही काण 0 के बायीं 
तरफ पहुँचता है, उसके आकर्षण की दिशा O की ओर हो जायेगी । अतः इस 
विकर्षण के कारण उसका वेग घटता जायेगा तथा 4 पर आकर वेग शून्य हो 
जायेगा । किन्तु 0 की तरफ त्वरण के कारण वह 4' से फिर दायीं तरफ गतिमान 
हो जायेगा । इस प्रकार कण 4 एवं 4' के मध्य दोलन करता रहेगा । 


हल : x=a cosy P-t पर ध्यान दें | गति 4 से प्रारम्भ होती है, तथा कण 
0 की दिशा में अग्रसर होता है, क्योंकि आकर्षण O को तरफ है। जब कण ० 
पर पहुँचता है 
m 
x=0, °. cos yp. t=0=c0s > 
अतः 
t 35 था 
24/८ 


यह स्पष्ट है कि 0से 4' तक पहुँचने में भी इतता ही समय लगेगा । इस प्रकार 
4 से गति प्रारम्भ करके वापिस 4 पर पहुँचने का समय 

es 

We Ve 
होगा, इसे सरल आवतं गति का आवर्ती काल कहते हैं । दूरी ८, जो कि 0.4 के 
वराबर है, को गति का कोणांक (amplitude) कहते हैं । अतः गति का आवर्ती 
काल कोणांक से स्वतन्त्र होता है. 


(3) सिद्ध करो कि यटि कोई कण एक सरल रेखा पर एक नियत fag 
की ओर इस प्रकार अग्रसर हो कि उसका वेग उस बिंदु से उसकी दूरी की बीं 
घात के अनुपाती हो, जहाँ nel, तब उस बिंदु तक पहुँचने में उसे अनन्त 
समय लगेगा । 


— H 


° x P 


मान लो O नियत fag है, तथा t समय पर गतिमान कण 2 पर है । यदि 
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OP=x, तब P पर वेग ८४४ दिया है, जहाँ ४ एक अचर राशि है | चूंकि 
7, 0 की ओर अग्रसर हो रहा है, अत प्रश्नानुसार 


Í 


अर्थात्‌ 


समाकलन करने पर प्राप्त होता है 


l 
(n=) Xr tre 


यदि /=0 पर कण x—a से गति प्रारम्भ करे, तब 


— 


| ] 


(=a Fe 


अतः 

l l l 
| के n. 
यदि n>l, जब X—0, तब t>% 


। अर्थात्‌ गतिमानः "विदु को O तक पहुँचने में अनन्त समग्न लगेगा.। जब. #==] 
। समीकरण होगा 


| या 


पमाकलन करने पर, एवं प्रारम्भिक प्रतिबन्ध से 


log X/a=—pl 
जब &-> 0, तब log X—>— co, मतः t > ०० 


4.2 fasa एवं अनुप्रस्थ वेग एवं वेगवृद्धि (Radial and Transverse 
velocity and Acceleration) 


जब कोई कण एक तल में विचरण करता है, तब ध्रूवीय निर्देशांकों को 
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सहायता से उसकी गति का अध्ययन करना अधिक सुविधाजनक होता है । अत 

पहिले हमें गतिमान कण के वेग एवं mafa किसी नियत ध्रव से खींचे गए 
घवीय faon (Radius vector) के अनु एवं उसके लम्ब रूप दिशा में, ज्ञात 
करने होंगे । 


मान लो तल में O एक नियत बिन्दु है तथा OX प्रारंभिक रेखा है। ! 
समय पर कण P बिंदु पर है, P के ध्रुवीय निर्देशांक (y, 6) हैं, अत: OX=y 
एवं / XOP—0. मान लो /--8/ समय पर कण O(y+Š8y, 6486) पर है । तब 
0=,+४ एवं ¿ POQ=80. समय अंतराल & में कण का विस्थापन PQ 
होगा Q से OP पर लम्ब QM खींचो, तब विस्थापन PQ के अवयव OP के 
अनु एवं उसके लम्ब रूप दिशा में क्रमशः PM एवं QM होंगे । मान लो OP 
के अनु एवं उसके लम्ब रूप दिशा में वेग के अवयव क्रमशः ५ एवं 7 हँ 
तब, 
ôr समय में OP के अनु विस्थापन 


u= सीमा 
6/->0 Št 
PM OM— 
=सीमा r =सीमा ज e= 
88-0० 5:—>० t 


Š 
— S (+) CIS) e ०९-/ 
84-२० 
= सीमा aap l-y 
४४-२० t 
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चू'कि 68 aga छोटा है, cos 80-- | 


OP के लम्वरूप दिशा में 8/ समय में विस्थापन 


V= सीमा 


Ci) ôr 


= CYST > 
| हण हाळा =Y 
| 
| 
| 


= मयी चा र दा OQ sin 80 


L 68/->० 5t—>0 ó! 


| = सीमा 
6४-२0 


(y+ëŠy) sin 80 
ó 


Š 
= सीमा (y-F8y) s= 
6/-->0 t 
कि 80 बहुत छोटा है, sin 89--88 


40 
IH? 


सीमा लेने पर 


r अतः त्रिज्य एवं अनुप्रस्थ दिशा में वेग के अवयव क्रमशः > एवं ५} हैं, y एवं 8 
की बढ़ती हुई दिशाओं में ये धनात्मक होंगे । 


अब हम इन दिशाओं में वेगवृद्धि ज्ञात करेंगे । 2 fag पर fasa एवं अनु- 
प्रस्थ क्रमश: ४--0॥ एवं vv होंगे । 


67 समय में OP के अनु वेग परिवर्तन होगा : 
=(u-Fëu) cos.60 —(y+ëv) sin 08--४ 
=(u--Šu).] —(v+8v) 809 —u 


=u — 7200 
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द्वितीय कोटि की न्यून राशि को छोड़ने पर इसी प्रकार OP की लंब रूप दिशा 
में Št समय में वेग परिवतंन 
=(u--8u) sin 80--(y+-8v) cos 80 —v 
=(u+ëv.(80+(v+ óy).] 0702 
=u80-Fóv 


8 समय में 07 के अनु वेंग परिवर्तन 
"शशश 


त्रिज्य qafa = सीमा 
t 


—0 
Su — vôl 


= सीमा — 
ôt—>0 ôt 


du dB 


चल A 


_4 (dy) dd d 
कवा क ` dt 


400 TCR 
= 7027 SKU 


~ Št समय में OP के लम्ब रूप वेग परिवर्तन 
अनुप्रस्थ वेगद्ृद्धिच् सीमा ôt समय में OP के ara रूप वेग परि डी 


St—>0 Št 
u86+-9v 
= सीमा S? 
St—>0 
40 dv 
dt dt 
dy 40 d ( १७ 
= dr dr T dr z) 
_dy १40 dy doj d 
=a dr L dr ` dr TY qt 


ED dy do 
=Y q +27 Th 
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क्योंकि 
l 0 OS 
> (४४ = (2270-70) =27 -Hy 


aa: nafa के अवयव OP की दिशा में ¬? एवं OP के लम्ब रूप दिशा 
]/५ 4/4 (५१6) होते हैं, इनकी धनात्मक दिशा क्रमशः y की बढ़ती हुई एवं 8 
की बढ़ती हुई दिशाएं होती हैं । ० 


उपपरिणाम ; यदि कण a त्रिज्या के बर्त पर गतिमान है, तथा उसके केन्द्र 


Er अचर है, अतः ` 
को ध्रुव माना गया है, तव =, अचर है, अतः u=% = 0, ५=५॥=०॥ विज्य 


वैगबृद्धि...; - ५/2 = - ४0, अर्थात केन्द्र की तरफ वेगवृद्धि aj? है; अनुप्रस्थ 
वेगवृद्धि=)४+-26=4 


वृत्त के लिये अनुप्रस्थ दिशा स्पर्शी की दिशा होती है । 


उदाहरण (l) यदि किसी कण के fasa एवं अनुप्रस्थ वेग हमेशा परस्पर 
अनुपाती हों तो दर्शाओ कि वक्र समान कोणिक सिल (equiangular spiral) 


Ë! 


दिया ë कि 
dy ८ 
क्र 
जहां १ अचर है 
अर्थात 
dy dt _ dy 
क क a= 
या 
dyly=AdB 


समाकलन करने पर, log »=^8+-८, c अचर है, 


=àÀ+Iog a, a अचर है 


या 
y=aeN® 


जो कि समकोणिक सपिल है L 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


l80 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
गतिमान कण के fasa एवं अनुप्रस्थ वेग क्रमशः Ay एवं po? 


2. यदि 
24C, तथा इन दिशाओं 


हों, तो सिद्ध करो कि वक्र का समीकरण है /6=//2y 
में वेगबृद्धि के अवयव हैं 
6: 
१ ण 
NHS 
एबं ह 
१3८५९१--2८४ F 


हल : fasa एवं अनुप्रस्थ वेग दिये गये हैं 


ny 0) 
dt 

LO SHE ii) 
वार ( 


वक्र का समीकरण ज्ञात करने के लिये, हम लिखते हैं 


dy _dyldt Ay? Ay3 


dB , dðjdt (p @ly) ४० 


f z 40 o 
चूकि [= |~ i 
a 2 
अर्थात 

ID 
š 2 m ? Fc 


यही अभोष्ट समीकरण है। 
अब (i) को / के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 
Y=2AyY 55 202)8 
aa: faa वेगवृद्धि होगी । 
--१/ 2१-५7 ल ) Gü) से 
2084 
2३४४७ — SUS 
y >: 
4 
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इसी प्रकार (ii) को / के सापेक्ष अवकलन करने पर प्राप्त होगा 


26+9052/0.852 £ 
> 


अत्त अनुप्रस्थ वेगवृद्धि होगी 


v+27}=(vd+y0) +8 


(3) एक गतिमान कण के हमेशा दो अचर वेग हैं; एक करिसी नियत दिशा. 
में है, एवं दूसरा किसी नियत विदु से खींचे गए fasa सदिश के लंबरूप दिशा 
में । 


सिद्ध करो कि उसका पथ एक शांकव काट (conic section) है । 


हल : अनुच्छेद 4.2 के चित्र में, मान लो 0% की दिशा में अचर वेग ५ 
है, एवं OP के लम्ब रूप दिशा में अचर वेग » है | तब हमें प्राप्त होता है : 


dy 
gr =u cos 0 


एवं 
do ह 
22007 ने V—u sin 0 
: l dy dt ] d u cos 0 
T fs dl मिड Tan > 
sx y dt ` 407 y dd v—usin 0 
या dy _ u eos 0 f 


y १-४ ७ 
समाकलन करने पर प्राप्त होगा-- 


log y= —log (v —u sin 8)+log c 
अर्थात 
y(v—u sin 6)=c=ly, 


यदि वक्र 0% को ! दूरी पर काटता है । अतः वक्र होगा 
l 


ट 
ट्क 
I——sin@ 
y 


जो कि एक शांकव काट है, जिसका ध्रुव 0 है, तथा उत्केन्द्रता (eccentricity) 
५/५ है । 
Q 
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प्रश्‍नावली 28 


एक कण के वेग, एक नियत मूलबिन्दु से गुजरने वाले सदिश त्रिज्या ओर 
उसके लम्ब रूप दिशा में क्रमशः Ay और po । पथ ज्ञात कीजिए 
और सिद्ध कीजिये कि सदिश त्रिज्या के अनु एव उसके लम्ब रूप दिशा में 
वेगवृद्धि 


i 0 ( RE ) s 
डा a = l 
y y एव p y ° 


यदि किसी कण के fasa एवं अनुप्रस्थ वेग हमेशा परस्पर अनुपाती हैं 
और यही त्वरणों के लिये भी सत्य है; सिद्ध कीजिए कि उसका वेग 
सदिश त्रिज्या के किसी घात का अनुपाती होगा । 


एक नाव नदी के एक किनारे के बिन्दु 4 से गति प्रारम्भ करती है, ताव 
का स्वयं का अचर वेग ४ है, तथा इसकी दिशा हमेशा नदी के दुसरे 
किनारे पर 4 के अभिमुख स्थित बिन्दु p की ओर देशित रहती है। 
यदि नदी अचर वेग V से बहती है, तो नाव के पथ का समीकरण ज्ञात 
कीजिये । V—u तो सिद्ध करो कि पथ एक परवलय हैं, जिसकी नाभि 
B š l 

एक कण समानंकोणिक सपिल =००० पर अचर वेग V से गतिमान है 
उसके वेग एवं त्वरण के अवयव fast एवं अनुप्रस्थ. दिशाओं में ज्ञात 
'कोजिये । (संकेत : V= yt, m=cot a रखिए ) 


एक कीड़ा एक गाड़ी के चके के आरे (spoke) के अनु अचर वेग ५ से 
गतिमान है, चके की त्रिज्या ८ है तथा गाड़ी का वेग y है । कीड़े की 
वेगबृद्धि आरे के अनु एवं उसके लम्बरूप दिशा में ज्ञात कीजिये । 


4.2] anita तथा अभिलम्ब वेग एवं वेगवृद्धि (Tangential and normal 
velocity and acceleration) 


मान लो कि किसी वक्र पर गतिमान कण ! समय पर P पर स्थित है, 


तथा किसी नियत बिन्दु 4 से P तक की चाप की लम्बाई S है । मान लो कि 
t+ 8t समय पर कण Q बिन्दु पर है, जहाँ चाप 4O— S.L 8s P पर स्पर्शी PT 
क] एक नियत सरल रेखा TX से आनत कोण ४ है, जवकि © पर स्पर्शी का 
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आनत कोण WJ है । अतः दोनों स्पशियों के बीच का कोण 89 है । समय 
अन्तर।ल 8४ में कण का विस्थापन जीवा PO है । अत: इस अन्तराल में कण दा 
माध्य वेग== जीवा ?(2/8/ जब 6/ बहुत छोटा होता जाता है, बिन्दु Q faea p की 
ओर अग्रसर होता है. तथा चाप ?Q/8 विस्थापन की दर हो ZET है णा 


४४७७ 
Z 


अतः / समय पर कण का वेग 


` =सीमा 

8t—>0 
ह क s. 
=a e x s ज 
=x == T=s 


जब बिन्दु Q, बिन्दु P के एकदम समीप पहु चता है, जीवा PQ वक्र पर P बिन्दु 
पर स्पर्शी बन जाती है । अतः P बिन्दु पर वेग की दिशा P पर वक्र के स्पर्शी के 
अनु है तथा वेग š की धनात्मक दिशा 5 की बढ़तो हुई दिशा में है । इसलिये 
V=5 
अव 8/ समय में / पर स्पर्शी की दिशा में वेग परिवर्तन 
=(V+ 8v) cos ó — v 
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= (/+8).।-7, चू कि 8 बहुत छोटा है, cos 8४ 
=9y 
ôt समय में P के अभिलम्ब की दिशा में वेग परिवतंन 
=(v+8Y) sin 6५--0 
=(५+-५)8%, sin 8==8४, 8} बहुत छोटा हे 
= 7.80, दूसरे पद को नगण्य मानकर, छोड़ने पर 
अतः स्पर्शीय वेगबृद्धि 


n ôl समय में स्पर्शी की दिशा में वेग परिवर्तन 
=सीमा — 
8i—o0 Št 


Sv वा! dv CO 5 
La SSS] LAS 
=सीमा = ठग का = द्वः $° 


St—>0 

या 
dds yA 
asd ds 


अभिलम्ब वेगबृद्धि 


= सीमा-% समय में अभिलम्ब की दिशा में वेग परिवर्तन 
6-२० चकर E मनासी 
श्व Vay ds 
सीमा s SISI क्र 
AU TOADS ` dt 
सीमा सीमा - # करक 
“ao 0४ NSIN Sp pisya kp 


जहाँ p बिन्दु P पर वक्रता तिज्या है। अत: अभिलम्ब की दिशा में वेग- 
बृद्धि का अवयव १/0 है, जिसकी धनात्मक दिशा वक्र के अन्दर की तरफ है । 


उप-परिणाम : यदि कण a त्रिज्या वाले वृत्त पर गतिमान है, तव S=a0 
अतः स्पर्शीय वेगबृद्धि=.5=०, जो कि बढ़ते हुए 0 की दिशा में धनात्मक होगा | 


अभिलम्ब वेगबृद्धि =)१/=५/८ ८१४५०७२ जो कि केन्द्र की तरफ ह्‌ । 
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| उदाहरण 
[ यदि किसी वक्र पर गतिमान कण के स्पर्शीय एवं अभिलम्ब वेगबरृद्धियां 


| सदेव अचर रहें, तो सिद्ध करो कि समय ! में गति की दिशा में परिवर्तन का 
| कोण % निम्न सम्बन्ध से दिया जाएगा 


=A log (--9/) 


| .. 
| हल : दिया गया है 5=अचर=८, मान लो (i) 
L एवं 52/7--772/7--अचर --& मान लो 
| (i) को समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
| S=atc ii 
| तथा a 
Š 
काळ ~? 
या 
| . dsfdt 
dsldy =b 
या 
dy 
Sgp V 


अत: (ü) से Š का मान रखने पर 
dy 
(at + ळू =b 
अर्थात 


a 
db= CEDI dt 


समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
#=b/a log (at+c)+d 
हम मान सकते हैं कि 
0--8/८ log (0+c)+4 


— पतन सन aaas ०-८ + + 


जब 
/--0, ४30 
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अतः 
शव log (i+alc t) 
= A log (i+ Bt) 
एक कण एक समान चाल से एक वक्र पर गतिमान है (जिसके लिये $ 
तथा ७ एक साथ ही शून्य होते हैं) यदि किसी बिन्दु पर वेगवृद्धि 92०/७२-- C2 
हो, तो वक्र का नैज समीकरण (Intrinsic equation) ज्ञात करो । 


हल : चू'कि कण एक समान चाल से गतिमान है, अतः वेग » अचर हे 
तब स्पर्शीय वेगबृद्धि --५//४/--0 अर्थात कण की पूर्ण वेगवृद्धि अभिलम्ब दिशा 
में ही होगी । 


प्रश्‍नानुसार 
jo me 
Pp SFC 
या 
aj (& 


G: 
का कूल! नल 
समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
१-0 Si 


प्रारम्भिक प्रतिबन्ध से, 


0=0+4, ~. 4=0 
वक्र है 
S=c tan Wy 


जो कि केटिनरी (९2९०३7४) है | 


3. एक बिन्दु किसी रज्जु वक्र (8९०३7) पर गतिमान है, वक्र का नैज 
समीकरण 
S=c tan y 
है । किसी बिन्दु पर इसकी Anafe की दिशा उस बिन्दु पर के स्पर्शी तथा अभि- 
लम्ब से बराबर कोण बनाते हें यदि शीर्ष पर, जहाँ ४=0, वेग ४ हो, तो 
दर्शाओ कि किसी बिन्दु पर वेग तथा वेगबृद्धि के मान क्रमशः होंगे 
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५९४ एवं (ट) 72९१४ cos? y 


हल : चूंकि वेगबृद्धि दिशा स्पर्शी एवं अभिलम्ब के बीच के कोण की अद्धक 
है, अत: स्पर्शीय एवं अभिलम्ब दिशा में वेगवृद्धि के अवयव बरावर हैं । 


dv p? 
V—=— 
ds p 
या 
dy ds dy 
= = 
ds ` Th dh 
समाकलन करने पर 
log v=ġ+d 
या 
V=AeY, 
जव 
४0, V=u; A=u 
अतः ` 
s =uev 
चूंकि वक्र है 
S:=c tan ४५, 
अत: 


p= g~ sec? १ 


अब स्पर्शीय वेगवृद्धि 


ट्ट A dy 
P 
U.evue Ue ८ 
कणाच वकक 
अभिलम्ब वेगबृद्धि 
ye 82८९४ u? 
=p = 7 =— =e . cos? J 


परिणामी वेगबृद्धि 


u? 
= ९१४ ००७१ ४१/( य) 


= २2) uel cos? J 
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4.22 जो परिणाम हमने इस अध्याय में अभी तक प्राप्त किये हैं, उन्हें स्मरण 


रखने में निम्न तालिका सहायक होगी 


दिशा 
x अक्ष के अनु 
y अक्ष के अनु 
fasa 
अनुप्रस्थ 
स्पर्शीय 


भभिलम्ब 


dr° GIONS 
गाय (35) =ï—rġ? 


Aeee d. : 
208-703:वक (° ४) 


ds x dv dv 
त्र C ता 
y2 
P. 


4.23 कोणीय वेग एवं वेगवृद्धि (Angular Velocity and Acceleration) 


परिभाषा : जब एक सरल रेखा किसी तल पर परिक्रमण करती है, तथा 
तल पर किसी नियत रेखा से कोण बनाती है, तब इस कोण की बृद्धि की दर 


रेखा का कोणीय वेग कहलाती है । 
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मान ला 0 वक्र का धुव है, तथा OX नियत प्रारम्भिक रेखा है; / समय 
पर कण P पर हे, जहाँ š 


ZXOP=0 t+ôt 


समय पर कण Q पर है, अतः 8/ समय में रेखा OP कोक्ष 86 से घूम गई। इस 
प्रकार 9 समय अन्तराल में माध्य कोणीय वेग 39/8! होगा । जब r बहुत छोटा 
होता है, Q, P की ओर अग्रसर होता है तथा 80/8, की सीमा 8 के परिवर्तन की 
दर हो जाती है। 


कोणीय वेग 


= lim य SE 
ô t—>0 ôt dt 
इसी प्रकार कोणीय वेगबृद्धि 
d (44 _ d9 
dt \dt )= de T’ 


यदि P पर कण का वेग vè, जो कि स्पर्शी की दिशा में है, तब हमें ज्ञात है कि 
कण के वेग के अवयव त्रिज्य एवं अनुप्रस्थ दिशाओं में क्रमश: 7 एवं 76 होते हैं । 
अत: 7 का अवयव अनुप्रस्थ दिशा में लेने पर 


V sin $=r 6, 
जहाँ $ OP एवं स्पर्शी के बीच का कोण है । अंतः 


;_Vsing 
IF 


किन्तु यदि धुव 0 से स्पर्शी पर डाला गया लम्ब P है, तब 


p=r sin %, - 

अतः 
२ Vp 
i= a 


उपरोक्‍त परिणामों को निम्न प्रकार से भो प्राप्त कर सकते हैं 


„_ 40 _ d0 ds 
e= J Tis dt 
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चूँकि 
202 sin $ 
d. 
—sin $ v 
= s 
Vp 

Sp 

उदाहरण 


4. एक कण एक परवलय पर नाभि के परितः एकसमान कोणीय वेग से, 
गतिमान है । सिद्ध करो कि पथ के किसी बिन्दु पर अभिलम्ब वेगवृद्धि उस पर 
की वक्रता त्रिज्या की अनुपाती ë । 


परवलय का पदिक समीकरण (pedal equation) है 
p= ar, 
जहाँ नाभि ध्रुव हे | 


अतः p के सापेक्ष अवकलन करने पर 


_ dr dr_2p | 

2p=a dp > क a | 

अब | 

gl p? 20_ 2p* f | 
Daa ९). 


मान लो, जो कि अचर है अत: 


wr? wpš 
s Vi जाते A (ii) 
अब G) व (ii) से ' 
y w 
p 2 
FP, 
O = क्र र 
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अतः भभिलम्ब वेगवृद्धि 


> 2 | 
=> ” ऱ्या wip 


4 


अर्थात्‌ अभिलम्ब वेगबृद्धि वक्रता त्रिज्या की अनुपाती है । 


5. एक विन्दु >,, OP के अचर कोणीय वेग से, समान कोणिक सपिल पर 
गतिमान है, जिसका ध्रव 0 है। इसकी वेगवृद्धि ज्ञान करो और दर्शाओ कि 
इसकी दिशा p पर के स्पर्शी से वही कोण बनाती है जो कि दिक त्रिज्या 
(radius vector) OP स्पर्शी से बनाती है | 


r=aed cote 
दिया है ॥=अचर = मान लो, अत: ë=o 
i=acota. ९० cota f=wr cota 


7=Wwr cot a=w? cot? àr 


त्रिज्या वेगवृद्धि 
| -7—r 8१९3४१००१८. r—rw==(cot2 a— l)w*r 


अनुप्रस्थ वेगवृद्धि 


x समान कोणिक सपिल का समीकरण है 
। 
| 
| 
| 
| 


rb+278=2w'r cot a 

| अत: परिणामी वेगवृद्धि 
=wiry/((cot? a— ID)2+-4 cot? दो) 
=w°r(cot* a-l)=wr cosec? a 

यदि परिणामी वेगवृद्धि की दिशा OP से # काण बनाती है, तब 


2wir cot a 2cota 


m = (cot e—Iwr 7 a— 


च tan 2७ 


९2 


किन्तु P पर स्पर्शी OP से ८ कोण बनाती है | अतः परिणामी बेगवृद्धि स्पर्शी से 
भी यही कोण ० बनाती है । 
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6. एक बिन्दु एक दृत्तजात (cycloid) के 


स्पर्शी अचर कोणीय वेग से घूमता है । सिद्ध करो कि इस बिन्दु को वेगइद्धि का 


परिणाम अचर है । 
बृत्तजात का समीकरण प्राचल में है 
X=a (0+sin 0) 


y=a (l —cos 0) 
T 
P 
> 
प्रश्‍नानुसार /=अचर है=€/2 मान लो 
_dy_dylde_ asine .. 0 
tan j dx ade a(l+cos@) um 2 
Y= $, b=2f=c 
अब 
¥=a(l +cos 0) §=a(l+-cos 0)c 
X=—asin 0. c 
तथा 
3-4 sin 0 . ¿=a sin 0.2८ 
भोर 


४२3२८ cos 0 . c? 
अतः परिणामी वेगवृद्धि 
=4/(@*+32)=ac?2//(sin3 0+cos? 0)=ac2 
जो कि अचर है । 
+4 
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7. RR मूल बिन्दु से मूल रेखा की दिशा में “० वेग गति से प्रारम्भ 
करके मूल बिन्दु के परित: अचर कोणीय वेग ० से, तथा अचर ऋणात्मक fag 
त्वरण --/ के साथ गतिमान है । सिद्ध कीजिये कि fasar वेग में वृद्धि दर कभी 
भी ERRES नहीं हो सकती है; किन्तु वह शून्य सीमा की ओर अग्रसर होती है । 
यह भी सिद्ध कीजिये कि पथ का समीकरण हे 

७४००/(4-- ८८०) 
दिया है 63८, अत: 6--८// 


aa गति समीकरण होगा 


| समीकरण (i) का हल है 
। = Aet + Be-°t (ii) 


जहाँ 4 एवं B अचर हैं, जिनके मान प्रारम्भिक प्रतिवन्धों के उपयोग से ज्ञात होंगे। 


हमें दिया है / 50 पर, r=0 अतः (ii) Š प्राप्त होगा 


| 
या 
| ; = Aer (ii) 


(ii) को í के सापेक्ष अवकन करने पर 


| 
| r=Awe!t— Bwe”! 
| 
| 


दिया है कि /--0 पर, 


5209-02: vi 
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Gi) +(iv) से 
24850 A 


lI 
° 


अतः 


r— Fë = — £ er“! 
च्छ च्छ 
भर्थात्‌ 
r= £ (I—e-8), 
क्योंकि 
wt=0 


यही पथ का अभीष्ट समीकरण है । 
aa fasa वेग है 7, तथा इसमें वृद्धि दर होगी r उपरोक्त से 
t= Ë ewt 
w 
अतः 
T per ४-० 
#5--(-- w) = e-“t=—fe 
अतः त्तिज्य में वेग बृद्धि दर कभी धनात्मक नहीं हो सकती | 
किन्तु सीमा r= सीमा (-/०-“!)=0 
t—>® O52 


अतः यद्यपि बृद्धि दर कभी धनात्मक नहीं होगी, किन्तु अनन्त समय पश्चात्‌ वह 
शुन्य की ओर अग्रसर हो रही है | 
प्रश्‍नावली 29 


l. एक विन्दु एक वक्र पर इस प्रकार गतिमान है कि उसकी स्पर्शीय एवं 
अभिलम्ब वेगवृद्धियां समान हैं, एवं स्पर्शी का कोणीय वेग अचर है । 
वक्र का समीकरण ज्ञात करो । 


2. एक बिन्दु P अचर वेग से एक s= पर गतिमान है, 2 को एक नियत 
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बिन्दु 0 से जोड़ने वाली दिकू-तिज्या का 


कोणीय वेग OP का उःक्रमा- 
नुपाती है। सिद्ध करो कि वक्र समान 


कोणिक सिल है जिसका ध्र 
0O è z को अभिल > s: a 
ह, तथा? की अभिलम्ब वेगवृद्धि 07 की उत्क्रमानपाती हैँ । 


s. अच ~ x 
यदि कोई कण अचर चाल से एक WT पर गतिमान है, तो मिद्ध करो 
कि दत्त 7 किसी भी बिन्दु के परितः उसका कोणीय वेग केन्द्र के परितः 
कोणीय वेग का आधा होगा | 


यदि किसी समतल वक्र पर गरि विन्दु का वे 

त गम पर्‌ gi विन्दु का वेग वक्रता त्रिज्या का 
एुगाता हो, तो दर्शाओ कि गति की दिशा अचल कोणीय वेग से परि- 

afaa होती है । 


यह भी दर्शाओ कि यदि गतिमान विन्दु का कोणीय बेग किसी नियत मूल 
विन्दु के परितः अचल हो, तो उसकी अनुप्रस्थ वेगवृद्धि fasa वेग की 
अनुपाती होगी । 


एक कण एक रामान चाल से एक परवलय पर गतिमान है. सिद्ध करो कि 
किसी विन्दु P पर नाभि S के परित: कोणीय वेग. Spee का उत्क्रमान्‌- 
पात्ती होगा । - 


सिद्ध करो कि किसी तल पर गतिमान विन्दु की गति की दिशा की 
कोणीय वेगबृद्धि होगी : 


V d विक 
p as p: dS 

एक कण एक वृत्त y=2a cos 0 के अनु इस प्रकार गतिमान Š कि मूल 
बिन्दु की ओर इसकी वेगवृद्धि सदैव शुन्य रहती हे । सिद्ध करो कि 


do 
Fh =— 2w? cot 0, COE 


एक कण वक्र ९० पर अचर कोणीय वेग से गतिमान है; सिद्ध करो 
कि sami fasa वेगवृद्धि शुन्य है, एवं अवुप्रस्थ वेगवृद्धि ध्रुव से इसकी 
दूरी की अनृपाती g | 

एक कण एक तल पर इस प्रकार गतिमान है कि उसकी स्पर्शीय वेगवृद्ध 
अचर है तथा स्पर्शीय वेग एवं अभिलम्त्र dagfa के परिभाग एक अचर 
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अनपात में हैं । दर्शाओ कि पथ का ås समीकरण (intrinsic equa- 
ion) का रूप होगा ° 
S=A4Y’+By+c 
I9. एक कण का समान कोणिक सपिल ५=०९०१९ पर इस भकार गतिमान 
है कि, कण की दिकूत्रिज्या का कोणीय वेग अचर है । दर्शाओ कि कण 


कि परिणामी वेगवृद्धि दिकृत्रिज्या के 2० कोण बनाती है एवं उसका 
परमाण ४१%) है, जहाँ V कण की चाल š! 


p 


43 a बल गतिकी : बल एवं गति (Kinetics : Force and motion) 
न्यूटन के गति के नियम (Newton's Laws of motion) 


गतिविज्ञान का go ध्येय जातं बलों द्वारा उत्पन्न हुई गति का अध्ययन ë! 
इसके लिये पिडों में पदार्थ का द्रव्यमान तथा वल और गति के संबंध का ज्ञान 
आवश्यक है । न्युटन ने सत्नहवीं शताव्दी में अपने विख्यात गति के नियमों 
का प्रतिपादन किया था । इन नियमों से बल एवं गति के बीच संबंध 
स्थापित होता है । न्यूटन ने सन्‌ 686 निम्नलिखित गति नियम प्रकाशित 
किये । 


नियम ! : प्रत्येक पिण्ड अपनी विरामावस्था में अथवा एक सरल रेखा में 
एक समात वेग से तव तक गतिमान रहेगा, जब॑ तक उसे कोई बाह्य बल अपनी 
अवस्था बदलने के लिये बाध्य नहीं कर देता । 


व्याख्यां : इस नियम से हमें बल (force) की परिभाषा प्राप्त होती है । इसके 
अनुसार यदि पिंड आरम्भ में गतिहीन हो तो जब तक इस पर कोई वाह्य (०% 
ternal) बल आरोपित न हो, वह स्थिर ही रहेगा । यह नियम वास्तव में पदार्थ 
की अक्रियशीलता का द्योतक्र है । इसीलिये इसको जडत्व का सिद्धांत (Law of 
Inertia) भी कहते हैं! 


नियम 2 : संवेग परिवर्तन की दर (rate of change of momentum) 
पिण्ड पर आरोपित बल के अनुक्रमानुपाती (directly proportional) होती है 
एवं उसकी दिशा आरोपित बल की दिशा में ही होती है । 


व्याख्या : यह नियम वल की माप ज्ञात करने की विधि बताता है। मान लो 
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किसी पिण्ड का द्रव्यमान m Š तथा उस पर लगा वाह्य बल 7 है जबकि वेग 


7 है, अतः इस नियम के अनुसार 


Pa संवेग परिवर्तत की दर 
अर्थात 
d (m) 
a z ७१७) 
या 
dv 
> . di 
n चू कि m अचर है 
| amf जहां f त्वरण है, चू कि 
| d 
y 
| न 
| = 


<. >>) जहां À कोई अचर राशि है | 


| अब यदि बल की इकाई इस प्रकार निर्धारित की जाये क्रि उसके द्वारा इकाई 
| द्रव्यमान में इकाई त्वरण उत्पन्न हो, V 


| अर्थात 

I P=|, जब m=], तथा /=], तव 
| IAT 

Í अर्थात मैच 

| भत: P=m/ या 

| 5 CR 

| P=m वार 

| या त्वरण 


P आरोपित बल 
| f= m चलित द्रव्यमान 


4.3 बल का मात्रक (Unit of force) 

फुट-पाउंड-सेकन्ड (F. P. 9) पद्धति में बल के मात्रक को पाउंडल (Poun- 
dal) कहते हैं । अत: एक पाउंडल वह बल है जो एक पाउंड द्रव्यमान में एक फुट 
प्रति सेकंड प्रति सेकंड का त्वरण उत्पन्न करता है । 
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सेन्टीमीटर-ग्राम-सेकस्ड (C. G. 5.) पद्धति में बल का मालक डाइन ($7९) 
कहलाता है । इस प्रकार एक डाइन वह बल है जो एक ग्राम द्रव्यमान में एक 
सेंटी मीटर प्रति सेकन्ड का त्वरण उत्पन्न करता हूँ । 
मीटर-किलोग्राम-सेकःड (M. K. S) पद्धति में बल की इकाई एक न्यूटन है। 
अतः एक न्यूनट बह बल है जो कि एक किलोग्राम द्रव्यमान में एक मीटर प्रति 
सेकन्ड प्रति सेकन्ड का त्वरण उत्पन्न करता हू । 
अतः एक न्यूटन = 05 डाइन 
4.32 बलों की भौतिक स्वतंत्रता (Physical Independence of forces) 
न्यूटन के दूसरे नियम में बलों की भौतिक स्वतंत्रता के सिद्धान्त का भी समा- 
वेश है । इसका तात्पर्य है कि किसी कण पर विभिन्न बलों के प्रभाव एक दुसरे 
पर जरा भी निर्भर नहीं होते क्योंकि प्रत्येक वल का प्रभाव उसका अनुपाती है । 
यह स्पष्ट है कि किसी बल का प्रभाव, परिमाण तथा दिशा, दोनों में वही होगा 
जो उस समय होगा जब कण स्थिर हो, तथा उस पर केवल वही बल आरोपित 


हो । अतएव विभिन्न बलों का कण पर पूर्ण प्रभाव इन बलों के पृथक-पृथक 
प्रभावों का परिणामी होगा । 


मान लो कि 2 द्रव्यमान के एक पिण्ड पर आरोपित बलों के अवयव X एवं 
Y अक्षों के समानान्तर दिशाओं में X एवं Y हैं, तब द्वितीय नियम से हमें गति 
के निम्न समीकरण प्राप्त होते हैं-- 


dx > na CHD 
m ह =X, एवं m Pi Y 


वाम पक्ष के व्यंजकों को प्रभावी बल (Effective forces) कहते हैं तथा दाहिनी 
तरफ तो आरोपित बन हैं ही । अतः किसी भी दिशा में कार्यरत आरोपित. बल 
उस दिशा के प्रभावी बल के तुल्य होता है। 


4.33 न्युटन का तृतीय निवम 


“प्रत्येक क्रिया (Action) के लिए तुल्य एवं विपरीत प्रतिक्रिया (Reaction) 
होती है। 


यह नियम बल की मूलभूत प्रकृति को समझने में सहायक है । इसके अनुसार 
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बल हमेशा तुल्य एवं विपरीत बलों के युग्मों में ही उपस्थित होते हैं । कर्सी पर 
बैठकर कुर्सी को हम जिस वल से नीचे दवाते हे, ठीक उसी के बराबर की 
ओर ag हमें दबाती है । किसी पिण्ड पर पृथ्वी का आकर्षण उस पिण्ड E an 
na परन्तु वह पिण्ड भी पृथ्वी को अपने भार के बरावर और विपरीत व्र 
| से खींचता है । इसी प्रकार यदि एक छोटा चुम्वक और भारी लोहा कुछ दूरी पर 
| n ये, तो = छोटे चुम्बक को अपनी ओर खींच लेगा । ज्र यह है 
| 2700 होर n; s: ठीक उतने ही बल से विपरीत दिशा 
| स्पष्ट हे यह fam पिण्डों की विराम एवं 
गतिमान अवस्था दोनों पर सदैव सत्य होता है । 


| विविध साधित उदाहरण 


l. एक कण एक केन्द्रीय बल से प्रेरित होकर एक वक्र पर गतिमान है । 
दशाओ कि कण की दिक्‌ त्रिज्या समान समय अंतरालों में समान क्षेत्रफल परि- 
लिखित करती है | 


हल : चूँक्रि केन्द्रीय बल से प्रेरित होकर कण गति कर रहा है, अतः संपूर्ण 
वेगबृद्धि fasa होगी; अतः अनुप्रस्थ दिशा में गति का समीकरण होगा (न्यूटन के 
| द्वितीय नियम से) 


| 
| 
| Ua 30) -__ 
Ë m y dt (y 0)=0 
अर्थात 
d 280 पट 
3 क्र? ĝ)=0 


| समाकलन करने पर प्राप्त होगा : 
| r= h, एक अचर है 
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'अब हम दशति हैं कि greg कण का / पर क्षेत्रीय वेग (areal velocity) ë । 


मान लो / एवं /--8/ समग्रों पर कण P एवं Q पर है | 


तब 


तथा 


अतः केन्द्रीय बल के अन्तर्गत जब कण P गतिमान होता है, तब कण की दिक 


<POQ=88, OP= 
0Q=y-r y 
APOQ का क्षेत्रफल 
=} 02.00 sin POQ 
=$ y(y+ôy) sin 90 


क्षेत्रीय बेग= lim aara POQ 
5t—>0 ot 


= सीमा (+89) - नहा be 


ôt-—>0 


sin 80 90 
Sr 


= सीमा 3y(r + Šy) 
०॥--० 


=} ४४3३ h 


त्रिज्या, OP, समान समय अन्तरालों में समान क्षेत्रफल परिलिखित करती है । 


. 2. एक कण किसी तल पर गतिमान है । उसके वेग 2-अक्ष एवं >-अक्ष के 
समानान्तर क्रमशः ४-९) एवं /--८४ हैं; सिद्ध करो कि इसका पथ एक शांकव 


होगा ।-- 
s Eq: दिया है 

d 
का u ey 

एवं 
d , 
de Lex 

अत: 


dyjdt _ dy dt dy vex 
८४ dt “dx “dx u} ey 
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अर्थात 
(u+ey) dy=(v-+-ex) dx 


समाकलन करने पर प्राप्त होगा-- 
(४+०))१-(॥--०)+ ८, ८ भचर है | 


उपरोक्त समीकरण एक शांकव काट (conic section) है, क्योंकि हमें ज्ञात है कि 
द्वितीय घात का व्यापक समीकरण हमेशा एक शांकव काट दर्शाता Š । 


3. एक विन्दु किसी वृत्त के व्यास 43 पर एक समान वेग से गतिमान है, 
एक दूसरा बिन्दु उसकी अर्द्ध-परिधि AB पर विरामावस्था से एक समान स्पर्णीय 
त्वरण पर से चलता है । ये दोनों 4 से एक साथ गति प्रारंभ करते हैं, तथा एक 


साथ ही 8 पर पहुँचते हें। सिद्ध करो कि 2 पर वेग 7: के अनुपात में 
होंगे । 


a ० z 


मान लो वृत्त की त्रिज्या ८ है, तथा ४ प्रथम बिन्दु का वेग है, जो कि व्यास 
AB के अनगमन करता है । इसको 2a दूरी चलने में लगा समय--24/“ मान लो 
दूसरे कण = स्पर्शीय त्वरण f है, जो कि अचर है । t समय पश्चात यदि fag 
P पर है, जहाँ / AOP=0; चाप AP=S=aB80, $=, अतः दूसरे कण को 
गति का समौकरण है 


समाकलन करने पर 


` 


!=0, पर वेग =a (6/4४), शून्य दिया गया है, अतः c= 0 


fe =f (ü) 
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(l) का समाकलन करने पर प्राप्त होगा 
a0= 3 ftt-+d, 
` किंतु अचर d का मान शून्य होगा क्योंकि 7२50, पर 0=0 


l 
a= yfi? (2) 


इस दूसरे बिन्दु को अधं व्यास पर गति करने में लगा समय 2aJu, प्रथम के 
समान ही । ० 

अतः B पर पहुँचने पर इसका वेग--/2८/४ (l) से 
एवं 


दूसरे बिदु का p पर वेग f.2aju u 


ar 7/2/.46% 6 a 


अतः दूसरे बिंदु का 2 पर वेग 
पार ते 
u =r, जहां प्रथम बिंदु का वेग है । 


(4 
š ( न वक्रे )=८ log sec (x/a) पर एक कण इस प्रकार गतिमान है कि वक्र 
स्पर्शा एक समानत: परिक्रमण करता है । सिद्ध करो कि कण की लब्ध वेग- 
afa वक्रता fasar के वर्ग की अनुपाती है । 


Jy=a log Sec — 
a 


s sec x/a. tan x/a l `x 
> Sec.x/a a tan — =tan y 
Y=x/a, X=ay 


२2४4८, जहां o अचर है l 
X=o, 
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अतः अक्ष की दिशा में वेगवृद्धि शून्य है। अर्थात संपूर्ण वेगवृद्धि yaa की 
दिशा में है । 
अब 


dy: dy dx ` 
अच्तर क्रि dr ae tan $ 


अत: t समय पर वेग V 
=y ({X? Fy) 


=ae (l +tan? f)=aw sec J 


अब वक्रता त्रिज्या 
ds dsjdt U 


p= JZ ENE ç =a sec J 
तथा 


y=ae sec? %. =a? sec? p 


चूंकि संपूर्ण वेगवृद्धि » अक्ष की दिशा में है, अतः सिद्ध हुआ कि कण की लब्ध 
वेगवृद्धि वक्रता faon के वर्ग की अनुपाती है। 


5. एक कण P एक दीघं बृत्त पर इस प्रकार गतिमान है कि एक नाभि के 
परितः उसका कोणीय वेग दिकू-ब्रिज्या के वर्ग का उत्क्रमानुपाती है। यदि दीघं 


बृत्त का केन्द्र C हो, तो सिद्ध करो कि दूसरी नाभि के परितः कोणीय वेग CP 
के संयुग्मी व्यास (conjugate diameter) के वर्ग का उत्क्रमानुपाती होगा । S 
एवं H दोनों नाभियां हैं, जिनसे P की स्पर्शी पर डाले गये लम्ब क्रमशः / एवं 


Dr हैं । मान लो $=), श्र पब 
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Pı 


` i) d: 
aas j’ 


क्योंकि P पर स्पर्शी SP एवं HP पर तुल्य कोण $ से झू की रहती है । अब 


UD 7077 > a 
Os एव 077, 8 , faar Q कि 877. ५8 , 
Vp=c 


अत: 
४० ५ p c _ < 
hh “४ छ/ पा: y yy CD: 


क्योंकि यदि CP का संयुग्मी व्यास CD है, तब y.yi= CD° होता Š । 
विधिध sarat 30 


l. किसी गतिमान कण के fasa एवं अनुप्रस्थ वेग क्रमश: 2Ka0 एवं ky Š | 
इन दिशाओं में उसके त्वरण एवं पथ का समीकरण ज्ञात करो । 

2. एक गुरिया अचर चाल से एक चिकने तार पर फिसल रहा है, तार को 
RIANA y=a (l+cos 0) के आकार में मोड़ा गया है । ४ ज्ञात करो 
एवं सिद्ध करो कि त्रिज्य त्वरण अचर है। 

डो. fas > fè 
एक य ज्या वाले दत्त पर ४ वेग से गतिमान है। यदि वृत्त के 
सापेक्ष दो प्रतिलोम विन्दुओं (inverse points) के परितः उसके कोणीय 
वग ७ एवं w हो तो सिद्ध करो कि 


w+w=uja 


8. एक चका एक उध्वं तल में, एक क्षैतिज रेखा के अनु, बिना फिसले 
लुढ़क रहा है, उसके केन्द्र की चाल ४ है । चके की परिधि पर स्थित 
किसी बिन्दु का वेग ज्ञात कीजिये । 


(संकेत : यदि P परिधि पर बिन्दु है व 0 केन्द्र, त्रिज्या ८ है, तथा 02 


=s से 0 कोण बनाती I है Pa के < šI वग हैं च्च स्पश क T दि णा में | 
क. 3 i ==) 
aa š ) @ı 4 i T 


समतल वक्र पर गतिमान एक बिन्दु की वेगवृद्धि मूल रेखा की दिशा में 
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४) 


तथा द्विक्‌ू-व्रिज्या के अनु वियोजित की जाती है | सिद्ध करो कि ये दो 
अवयव क्रमशः हैं 


l d शर 
== É sin त चा (%? ४), 


cot ñN d 5 

s ja 25 TY) 
( y ९७*७--५-४ 
एक पिंड अचर कोणीय वरेगवृद्धि ८ से परिभ्रमण करता है । यदि विरामा- 
वस्था से कोण 8 परिभ्रमण कर चुकने पर पिंड का कोणीय वेग ७ हो, 
तो दर्शाओ कि 


७०२--2 ab 


वेग ४ से प्रक्षिप्त एक कण पर एक बल क्रिया कर रहा है, जो कण में 


एक अचर वेगवृद्धि f उत्पन्न करता है | यह वेगबृद्धि गतितल में गति की ' 


दिशा से सदैव अचर कोण a बनाती है । कण द्वारा परिलिखित वक्र का 
नैज समीकरण ज्ञात करो, एवं सिद्ध करो कि समय 


पर कण प्रक्षेपण दिशा के प्रतिकूल चल रहा होगा । 
उस वक्र का नैज समीकरण (intrinsic equation) ज्ञात करो जिस 
पर अचर स्पर्शी वेगवृद्धि से चलने वाले बिन्दु के स्पर्शीय वेग तथा afa- 
लम्ब वेगबृद्धि के परिणामों का अनुपात स्थिर है । 
एक छड़ किसी तल पर सदैव एक नियत बिन्दु से होकर जाती है ओर 
इस प्रकार घूमती है कि उसका एक छोर एक समतल बनाता है । यदि 
छड का कोणीय वेग अचर हो, तो सिद्ध करो कि किसी एक क्षण पर छड़ 
प्रत्येक बिन्दु की अनुप्रस्थ Aafa समान होगी । 

छड़ का सिरा कोन सा वक्र बनाये कि यह वेंगवृद्धि प्रत्येक क्षण पर 


समान हो । 
सिद्ध करो कि एक वक्र पर एकसमान चाल से गतिमान बिन्दु क्रो वेग - 


वृद्धि ९/ * होती है । 
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l. 


3. 


l4. 


l5. 


अवकल समीकरण एवं गति बिज्ञान 
एक बिन्दु एकसमान चाल से एक दृत्तजात (cycloid) 
S=4asiny 
पर गतिमान है । किसी विन्दु S पर उसकी वेगबृद्धि ज्ञात करो । 


सिद्ध करो कि >-अक्ष के सामानान्तर एक अचर बल एवं £-अक्ष के समा- 
नान्तर y के अनुपाती बल के अन्तर्गत एक परवलय परिलिखित किया 


जा सकता है | 


a त्रिज्या के वृत्त पर गतिमान एक कण की स्पर्शीय वेगबृद्धि अभिलम्ब 
वेदबृद्धि की ^ गुनी है । यदि किसी बिन्दु पर उसका वेग ५ है, तो दर्शाओ 
कि वह उसी बिन्दु पर 


_Q o-2r\ 
(z: ) EE ) 
समय बाद वापिस लौट आयेगा । 


एक कण वृत्तजात पर इस प्रकार गतिमान है कि उसकी वेगबृद्धि की 
दिशा तथा अभिलम्ब में वही कोण बनता है, जो उसी दिशा में नापने 
पर स्पर्शी तथा शीषं पर के स्पर्शी के माध्य बनता है। सिरू करो कि बिन्दु 
पर स्पर्शी एकसमान रूप से घूमता है, तथा nafa का परिमाण 
अचर है । 


एक बिन्दु एक परवलय पर इस प्रकार गतिमान है कि नाभि से / दुरी 
पर इसका वेग है 


४ 5)०-०) 


जहाँ / एवं ८ अचर है; सिद्ध करो कि इसकी वेगवृद्धि दो वेगवृद्धियों की 
लब्ध है--पहली / अक्ष की दिथा में एवं दूसरी 


c? 
i (2) > 
नाभि से खींची गई द्विकृतिज्या के अनु । 


एक कण एक बृत्त जात पर इस प्रकार गतिमान है कि परिणा मी anaf 
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सदेव आधार पर लम्ब रूप रहती है । दशाओ कि वेगवृद्धि वक्रता त्रिज्या 
की चतुर्थं घात की व्युत्क्रमानुपाती होती है । 


एक बल F, जो कि दिशा एवं परिणाम में अचर है, एक इकाई द्रव्यमान 
के गतिमान कण पर क्रिया कर रहा है । कण पर एक दूसरा बल भी 
क्रियाशील हैं, जिसका परिणाम उसकी चाल का G गुना है तथा उसकी 
दिशा अभिलम्ब की दिशा में है। कण विरामावस्था से गति प्रारम्भ 
करता है । दर्शाओ कि यदि F की दिशा, ४3८0 हो, तो पथ का नैज 


समीकरण 4F k 
g S=— (९05४) होगा । 

एक बिन्दु 4 किसी सरल रेखा पर चल 3 है, एवं एक दूसरा बिन्दु g 

इसकी ओर चलते हये सदैव एक नियत दूरी पर रहता है । B का पथ 

ज्ञात करो और सिद्ध करो कि इसका वेंग 4 के वेग तथा 4 के मार्ग पर 

2 के प्रक्षेपण वेग का मध्यानुपाती है । 


एक कण वक्र 

3x=cos? कू, 3y=sins $ 
पर इस प्रकार गतिमान है कि स्थति $=0 से विरामावस्था पे गति 
प्रारम्भकरके / सेकंड पश्चात उसके वेग का परिणाम ८१ है । $ का 
मान / के फलन के ख्य में ज्ञात करो । यह सिद्ध करो कि 
वेगवृद्धि का धन > का ब्युत्क्रमानुपाती है | 


4.4 कार्य (Work) 
जब एक वलं अपने प्रयोग बिन्दु को अपनी दिशा में हटा देता है, तब हम 


कहते हैं कि उसने कार्य किया । 


परिभाषा : किसी कण पर लगे अचर बल द्वारा किया गया कार्य, उस बल 


तथा उसी दिशा में कण के विस्थापन (displacement) के गुणनफल के बराबर 
होता है । 


F” 


G) जब बल F ओर विस्थापन d एक ही दिशा और सरल रेखा के अनु- 


दिश हों, तब कार्ये 


W=Fxd 
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Gi) यदि क्रिया रेखा एक ही हो किन्तु विस्थापन बल की दिशा के विपरीत 
हो, तब 
W=Fx(—d)=—Fxd 


Gii) यदि विस्थापन ८ तथा बल pa क्रिया रेखा परस्पर 0 कोण बनाती 
है, तब 
W= Fx 
बल की क्रिया रेखा के अनुविस्थापन 
=FxAM=Fd cos 0 


कार्य के मात्रक (Units of work) 


G) से० mo से० पद्धति Ñ (C. G. S. system) कार्य का मात्रक उसकी 
बह मात्रा हे जो एक डाइन बल अपने प्रयोग बिन्दु को अपनी दिशा 
में एक सेन्टीमीटर विस्थापित करने में करता है, इसे अर्ग (erg) कहते 
हैं । 0 अग=] जूल 


Gü) फु० Tro, से० पद्धति (E. P. S. system) में कार्य का मानक फुट- 
पाउन्डल है । एक फुट पाउन्डल, वह कार्य है जो एक पाउन्डल बल 
कण को अपनी क्रिया रेखा, के अनु अपनी दिशा में एक फुट faen- 
पित करने में करता है । 

इस पद्धति की गुरुत्वीय इकाई (Gravitational unit) फुट-पाउन्ड है, तथा 
उस कार्य के बराबर होती है जो एक पाउन्ड भार का बल, कण को अपनी क्रिया 
रेखा के अनु एक फुट विस्थापित करने में करता है । 

हमें ज्ञात है l पाउन्ड-भर=32 पाउन्डल 


भत: l फुट पा[उनड=32 पाउन्डल 
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शक्ति (Power) किसी कारक (Agent) के कायं करने की दर को उसकी 
शक्ति कहते हैं, तथा इसे कारक के इकाइ समग्र में किये गये कार्य से नापा 
जाता है 


अश्व शक्ति (Horse Power)=500 फुट-पोंड/सेकंड 
] वाट (Watt)—= जूल/से० अर्थात्‌ ।0' अर्ग|सि० 
॥ किलोवाट= 000 बाट= ।000 जु०/से० 
l मीटरी अश्व शकिति=75 मीटर -किलोग्राम/मे ० 
उदाहरण : (।) एक इंजन 50 मीटर की गहराई से 5000 ग्राम पानी 
प्रति मिनट उठा रहा है, इंजन की शक्ति ज्ञात " I 
यह स्पष्ट है कि m ग्राम द्रव्यमान के faz को h से० मी० ऊपर उठाने में 
उसके भार, mg डाइन के बल के विरुद्ध h से० मी० विस्थापन होगा। अतः 
इंजन द्वारा किया गया कार्य mgh अर्ग होगा । 


इस उदाहरण में, इंजन द्वारा । मिनिट में किया गया कार्य 


=(5000 ><98]) x (50 X 20) अगं 


अतः सेकंड में किया गया कार्य 


_5000298 250200 अर्ग 
प 60 


s000x<98lx 50»! 00 
SOON 
< 60 >6 जूल 
अत: इंजन की शक्ति 


_5000%98250 > 00. वाट 
> 60 x !07 


= 40 š वाट 
(2) एक मनुष्य 6 मील प्रति घन्टे की दर से साइकिल: से एक पहाड़ी के 
ऊपर चढ़ रहा है, जिसका qra | में 20 giaa मनुष्य और मशीन का 


७ ०-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


2I0 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


भार 200 पौंड भार हो, सिद्ध करो कि मनुष्य कम से कम -l6 अश्व शक्ति से 
कार्यं कर रहा है । 


यदि पहाड़ी का क्षैतिज से आनत कोण ० है, तब दिया है sin a= ]/20 
मनुष्य ओर मशीन का भार 200 पौंड भार दिया है, जो कि ऊर्ध्वतः नीचे की 
ओर कार्यरत है । उसका अवयव 200% /20 पौंड भार पहाड़ी के अनु नीचे की 
ओर क्रियारत है, इसी बल को मनुष्य पीछे ढकेलते हुये 6 मील प्रति घन्टे 


_6x760x3 
~ 60x60 


फुट/से० चढ़ाई कर रहा है । 


अतः एक सेकंड में किया गया कार्य 


ल l , 02%760»5 
2002 50 १ — 60560 


=88 फुट पौंड 
अतः यदि मनुष्य न्युनतम अश्व शक्ति से कार्थ करता है, तब 


X x 550=88 


SIS 
X= 5507: 76 


: प्रश्‍नावली 3l 
कोई इंजन FA से पृथ्वी तल पर पानी पम्प करता है । कुयें में पानी की 
गहराई 42 भीठर है, तथा इंजन द्वारा प्रति सेकन्ड 7 घन मीटर पानी 


पम्प होता है। यदि इस कार्ये को करने में इंजन की शक्ति का केवल 
2/3 भाग ही काम आता है, तो इंजन की शक्ति ज्ञात करो । 
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2. एक आदमी 30 में | के ढाल वाली पहाड़ी पर ऊपर की ओर l0 
मीटर प्रति सेकंड के वेग से साइकिल चला रहा है । यदि आदमी और 
साइकिल की संहति मिलकर 80 किलोग्राम हो, तो उसके कार्य 
करने की दर ज्ञात करो । (हवा और घषंण का प्रतिरोध उपेक्षणीय है) 


3. एक क्रेन (Crane) जिसकी शक्ति 80 वाट है, एक मिनट में 
L0 किलोग्राम की संहति को 40 मीटर उठा सकता है । यदि 
क्रेन पूरी शक्वि से लगातार कार्य करता रहे, तो सिद्ध करो कि 
एक मिनट में घर्षण आदि के कारण 876 जूल काये नष्ट हो 
जाता है। 

4. विश्रांति से गिरने के 0 š सेकंड में I2 पाउंड द्रव्यमान वाले 
पत्थर पर गुरुत्व द्वारा कृत कायं ज्ञात करो । 


5. 500 टन के द्रव्यमान की कोई रेलगाड़ी एकसमान वेग से 280 
में ] के भुकाव के ऊपर चढ़ रही है । घर्षण आदि के कारण प्रति- 
रोध प्रति टन L6 पाउंड है । यदि इंजन की अश्व शक्ति 200 
हो और वह पूरी सामर्थ्यं से काम कर रहा हो, तो ज्ञात करो कि 
गाड़ी किस चाल से चल रही हैं । 


4.5 ऊर्जा (Energy) 

किसी पिंड की ऊर्जा उसके कार्य करने की क्षमता को कहते हैं । इसके दो 
प्रकार हैं-गतिज ऊर्जा एवं स्थितिज ऊर्जा । 

धिंड की गतिज ऊर्जा (Kinetic energy) वह है जो उसमें गति के कारण 
रहती है । इसका माप कार्य की वह मात्रा है जो पिंड बाह्य निहित बलों के विप- 
रीत चलकर विरामावस्था पर पहुँचने में करता है। हम सिद्ध करेंगे कि m द्रव्य- 
मान का पिंड यदि ४ वेग से गतिमान है, तो उसकी गतिज ऊर्जा ]/2 mu? 


होगी । 


जब कण एक सरल रेखा 
पर 7 है एवं एक बल के कारण, 
बिंदु 9 पर विरामावस्था पर आ 
नियत बिन्दु है, एवं किसी बिन्दु P, जह 
V है । तब 


में गतिमान है, मान लो उसका वेग 4 बिन्दु 
जो उसी सरल रेखा के अनु कार्यरत हैं, कण 
T जाता है। मान लो सरल रेखा पर 0 एक 
£ op=X पर बल F है, तथा वहाँ वेग 
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dy 
F=mv Ae 
0 A P B 
w — = अ SE 


जब कण अल्प दूरी dx और चलता है, तव बल # के द्वारा किया गया 
कार्य —Fdx होगा । यदि 04-०, OB=b तब बल के द्वारा कृत सम्पूर्ण कार्य, 
जब तक कण विरामावस्था पर नहीं आ जाता है, होगा 


b b dv o 
— | Fdx=— | र dx=— | mydx=4 mV? 
A a dx y 


यदि कण समतल में एक वक्र पर गतिमान है, तव किसी विन्दु पर उसकी 
गति की दिशा स्पर्शी की दिशा होती है । अतः यदि बिन्दु P पर बल का स्पर्शीय 
अवयव F है, जहाँ चाप OP=S, O वक्र पर एक नियत बिन्दु है, तब 


बल के द्वारा बिदु 4 (चाप 045) से fag B(OB=b) तक कार्य करने पर. 


यदि कण विरामावस्था में आता है, तब कृत कार्य है-- 


b Fä b dy o k 
| s= -| £ ल्क क्क j mydv=} mv 


परिणाम : m द्रव्यमान के कण की गतिज ऊर्जा, जिस क्षण उसका वेग 7 
है, ३ my2 होगी । 


पिड को स्थितिज ऊर्जा ( (Potential energy) 


पिंड की स्थितिज ऊर्जा वह है जो पिंड की स्थिति के कारण उसमें निहित 
रहती है । हम मान लेते हैं कि किसी विशेष अवस्था में स्थित पिंड में स्थितिज 
ऊर्जा शून्य रहती हे । इस आदर्श स्थिति को शुन्य स्थिति भी कहते हैं, पिड की 
स्थितिज ऊर्जा का माप कार्य की वह मात्रा है जो पिंड वर्तमान स्थिति से शुन्य 
स्थिति पर पहुँचने में करता हे । 

उदाहरणार्थ : किसी मुडी हुई कमानी (Spring) में स्थितिज ऊर्जा होती 
ë : जैसे कि घड़ी की कमानी में जो अपने खूलने से घड़ी का चलना बनाये रखती 
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है । भूमि से ऊपर उठाये हुए पिंड में या टंकी में संग्रह किए हुए जल में स्थितिज 
ऊर्जा होती है । दबी हुई (compressed) गैस में भी स्थितिज ऊर्जा होती है । 


यदि m पौंड द्रव्यमान के पिंड को भूमि से A फुट ऊंचाई पर रखा गया 
तव उसमें mgh फुट पौंड स्थितिज ऊर्जा निहित होती है, क्योंकि पिंड को जब 
भूमितल पर गिरने दिया जायेगा, तब उमके भार द्वारा कृत कार्य mgh फुट-पाँड 
होगा । भूमि को स्थितिज ऊर्जा की शून्य स्थिति मान लिया जाता है । 
4.5l ऊर्जा का सिद्धान्त 


एक कण एक चिकने तल पर कार्यरत दिए हुए बलों की क्रियाओं के फल- 


स्वरूप एक वक्र ` पर गतिमान है । मान लो ! समय पर कण P पर है, चाप 


Y E 


x 


AP=S, जहाँ 4 वक्र पर एक नियत बिंदु है। मान ले P पर कण का वेग y 
है, कण पर कार्यरत बलों के अवयव X अक्ष एवं Y अक्ष के अनु क्रमशः X एवं Y 
हैं तथा P पर अभिलम्ब की दिशा में प्रतिक्रिया R Š aa गति का स्पर्शीय 
समीकरण होगा-- j 
w =X cps /+ sin 4 
ds 
dx dy 

=X तह +Y Iz 

s के सापेक्ष समाकलन करने पर प्राप्त होगा 


— my? [Ga + Ydy) नरि C 
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जहाँ C अचर है। 
यदि ‰4४--/4 किसी फलन p(x, y) का यथातथा अवकल (exact 
differential) है, तब हमें प्राप्त होगा 


,_ êp D 
A E 
तव 
Ll arr day) C= (x, Y)+ C l 
= mv =| कातळ ९(४, ४) (l) 


यदि कण ने बिंदु (xO, YO) से V वेग से गति प्रारम्भ की है, तब 


-१०/१-४(४७, YO)+ C (2) 


(l)—(2) % ma होगा । 


हर mV°— l mV2=g(x, y)—%$#(XO, YO) (3) 


यह परिणाम (2) कण के पथ से स्वतन्त्र है, तथा केवल कण की प्रारंभिक 
एवं अन्तिम स्थितियों पर निर्भर करता है। अब Ydx+ Ydy वह कार्य है जो 
कि, बलों X, Y के द्वारा कण P पर किया गया जब वक्र क्रे अनु उसका अल्प- 
विस्थापन 45 होता है । अतः 
J(Xdx+-Ydy)=q(X, Y) 
वह्‌ सम्पूर्ण काय है जो कि बलों के द्वारा कण के प्रक्षेप बिंदु तक पहुँचने की 
अवधि में उस पर किया गया । 


PC, y) को बलों की संहृति का कायं फलन (Work function) कहते है, 
ऐसे बलों को संरक्षी बल (Conservative forces) कहा जाता है | 


परिभाषा : संरक्षी वल इस प्रकार के हैं कि उनके द्वारा सम्पादित कार्य 
केवल कार्य-फलन के मूल एवं अन्तिम मानों पर ही निर्भर है अर्थात्‌ केवल बलों 
के प्रारम्भिक एवं अन्तिम मानों पर ही, कण की गति के पथ पर नहीं । 


अब (3) का वाम पक्ष कण की गतिज ऊर्जा में हुआ परिवर्तन दर्शाता हैं, 
तथा दायाँ पक्ष उस कार्य को दर्शाता है जो कि कण की प्रारम्भिक स्थिति से 
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प्राप्त हुआ ¬ 

(i) ऊर्जा का सिद्धान्त : यदि बलों की CEN संरक्षी हो, तब गतिज 
ऊर्जा में परिवर्तन बाह्य बलों के द्वारा कृत कार्य के बरावर होता है । 

(ü) ऊर्जा के संरक्षण का सिद्धान्त : 


जब कोई कण बलों के संरक्षी निकाग्र की क्रिया के अन्तगंत गतिमान होता 
है, तव किसी भी क्षण गतिज एवं स्थितिज ऊर्जाओं का योग अचर होता है । 
उत्पत्ति : अब कण की P त्रिन्दु पर स्थितिज ऊर्जा होगी - 
=बलों के द्वारा किया गया वह कार्य जो कि क के P से किसी मानक 
. स्थिति, मान लो बिन्दु (Xi Y), तक पहुँचने में किया जायेगा 


(Xi, Y9) (x ) 
MR CS CE 
(x, 2) (29 5) 


= (x; )) — (x, y) 
| . ([)से हमें ज्ञात है ; 


= mu= g(x, y)+c 


| अतः P पर गतिज ऊर्जा+स्थितिज ऊर्जा 
= P(x, y) -c+ (xx, y) —$(x; 2) 


= P(X, Jy) +e 
जो कि अचर है, क्योंकि यह 2 के निर्देशांकों पर निर्भर नहीं है । 


4.52 दर्शाओ कि गुरुत्वाकर्षण बज निकाय संरक्षी है। 


उत्पत्ति : मान लो m का द्रव्यमान का कोई कण भूमि से h ऊँचाई पर से 
। गुरुत्वाकर्षण बल के कारण उर्ध्वतः नीचे को गिर रहा है । माना कि कण A faz 
| से गिरकर भूमि के 0 बिंदु को प्राप्त होता है। अतः यदि ॐ दूरी (x<h) गिर 
कर वह P बिंदु पर है, तब P पर उसका वेग Y am, जहाँ 


v’=2 gx, 
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शुद्ध गतिकी एवं वलगतिकी 
अन्तिम स्थिति में आने में उस पर किया गया । अतः हमें महत्वपूर्ण परिणाम 


26 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
अतः 7 पर उसकी गतिज ऊर्जा 


LES 
=—mv°=mgx 
2 


तथा P पर उसकी स्थितिज ऊर्जा 
=mg . OP=mg(h—x) 
अतः P पर उसकी गतिज और स्थितिज ऊर्जाओं का योग 
=mgx+mg(h—x)=mgh 


यह योग > से स्वतन्त्र है अतः किसी भी बिन्दु P पर इन दोनों ऊर्जाओं का योग 
गति काल में अचर होता है । 


अतः गुरुत्वाकर्षण बल निकाय संरक्षी है । 


यह ध्यान देने की बात है कि उच्चतम ब्रिद 4 पर कण की सम्पूर्ण ऊर्जा 
स्थितिज,है, वहाँ विरामावस्था से कण गति प्रारम्भ कर रहा है । ज्यों-ज्यों कण 
नीचे गिर रहा है, उसकी संचित स्थितिज ऊर्जा गतिज ऊर्जा में रूपान्तरित होती 
जाती है, तथा जब कण भूमि पर 0 बिंदु पर पहुँचता है, उसकी सम्पूर्ण ऊर्जा 
गतिज ऊर्जा के रूप में ही होती है । 


इसी प्रकार लोलक (pendulum) का उदाहरण है । गोलक (bob) जब 
उच्चतम बिंदु पर ततक्षण विश्रांत होता है, तब उसकी सम्पूर्णं ऊर्जा केवल स्थितिज 
होती है । जैसे गोलक नीचे को गति करता है, उसकी स्थितिज ऊर्जा घटकर 
गतिज ऊर्जा में परिणत होती जाती है, निम्नतम बिंदु पर सम्पूर्ण ऊर्जा गतिज 
होती है, तथा किसी भी क्षण दोनों ऊर्जाओं का योग अचर रहता है। 


टिप्पणी : उपरोक्त दोनों उदाहरणों में हमने घर्षण बल या वायु प्रतिरोध 
बल को नगण्य माना Š । हमने परिभाषा में देखा है कि संरक्षी बल केवल कण 
की स्थिति पर ही निर्भर होते हैं वे वेग या वेग की दिशा पर आश्रित नहीं होते 
हैं । अतः संरक्षी बलों में घर्षण या वायु प्रतिरोध सदृश बल, जो पिण्ड के वेग के 
किसी घात के समानुपाती हैं, सम्मिलित नहीं हैं। घर्षण बल इसमें सम्मिलित 
नहीं है, क्योंकि यदि कण की गति की दिशा पलट दी जाती है, तो घर्षण बल को 
दिशा भी पलट दी जाती है । 
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y 


दो 


शुद्ध गतिकी एवं वलगतिकी 


उदाहरण : 


सिद्ध करो कि एक समान त्वरण से सरल = पर गतिमान कण की गतिज 
ऊर्जा में mi तथा (m+ ])34 सेकेण्डों में बृद्धियों का अनुपात (2m—Qh): 
(m+)! 

मान लो कण पर एक अचर बल P लगा ë जिसके कारण एकसमान त्वरण 
f उत्पन्न हुआ है । 


mł सेकंड में विस्थापन 


I 
ED SQm-—!) 


परन्तु m सेकंड में गतिज ऊर्जा की वृद्धि 
__इस सेकंड में P द्वारा किया गया w I 


अत: गतिज ऊर्जा m वें सेकंड में वृद्धि 


=Px जर f2m—!) 


इसी प्रकार (m+ )) वें सेकंड में बृद्धि 
=Px-y जीण) 


अतः भभीष्ट अनुपात 
_2m—l 
— 2m4! 


2. किसी बन्दूक की गोली किसी तख्ते को पार करने में अपने वेग का 


]/20 वां भाग खो देती है । बताओ कि विरामावस्था के लिये उसे ऐसे कितने 


तख्तों में से होकर जाना होगा, यह मानते हुए कि तख्तों का प्रतिरोध समान है । 


की मोटाई (thickness) d है, एव सबका 


लो कि सभी तस्तों 
ag द्वारा गोली के विरुद्ध किया गया 


समान अवरोधी बल P है Ú तब प्रत्येक तख्ते के 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


2]8 अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


-l A 
By 


2 


° 


कार्य होगा Pxd पहले तस्ते में यदि # द्रव्यमान की गोली u वेग से प्रवेश 
करती है, तत्र प्रवेश करते समय उसकी गतिज ऊर्जा, 


=—mnu°, 


2 


प्रश्‍नानुसार वेग. का ।/20 वां भाग तस्ते के प्रतिरीधी बल के कारण नष्ट ह 
जाता है । अतः तख्ते को छेदती हुई जव गोली बाहर निकलेगी, तो उसका बेग 
होगा 


] ]9 
U— ठठ “= > u 


अतः उसकी गतिज ऊर्जा होगी । 


i (टं š 
> mi u 


=m 26l ५२56 E 
2 400 40 


अतः प्रथम तस्ते को पार करने में गोली की गतिज ऊर्जा में ह्लास 


fe CI 39 
= 2-40 £= 400 £ 


अब ऊर्जा के सिद्धान्त से 


गतिज ऊर्जा में परिवर्तन बाह्य बलों द्वारा कृत कार्य । 
अतः 


400 ESP d 
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— — 


क = 


हु 


शुद्ध गतिकी एवं बलगतिकी न १9 


चूंकि तब तस्ते एक सी मोटाई व एक से अवरोधी बल के हैं, अतः प्रत्येक तख्ते 
को पार करने में हर बार 39|400 ७ गतिज ऊर्जा का हास होगा स्पष्ट है 
कि पूरी ऊर्जा £ के नष्ट हो ने में 

400 I0 


न्त जन 


39 39 
asdi की आवश्यकता होगी । 

(3) द्रव्यमान की एक वलय (ring) एक चिकने ऊध्वं छड़ पर फिसलती 
है, वलय एक हल्की डोरी से बंधी है जो कि छड़ से ८ दूरी पर स्थित खूंटी पर 
होकर जा रही है, डोरी के दूसरे छोर पर द्रव्यमान M(> m) बंधा हुआ Š । 
वलय को खूंटी के धौतिज स्तर तक लाकर छोड़ दिया जाता है । दर्शाओ कि वह 


प्रथम बार 
2mMa 


M?— m? 


दूरी गिरने पर विरामावस्था में होगी । 


य की गति 4 विदु से m होती है, उस. समय संहति की 


हल : जब वल 
री गिरने के बाद वलय 


गतिज ऊर्जा शून्य है, कुछ समय गति के पश्चात्‌ जब X दु 


? 2 


स्था में आती है, तब फिर संहति की गतिज ऊर्जा 
ma होती है । अतः वलय की 4 की स्थिति एवं की स्थिति में संहति में 
गतिज ऊर्जा में कोई परिवर्तत नहीं हुआ । अतः इस अन्तराल में संहति द्वारा कृत 
` सम्पर्ण कार्यं भी शून्य होगा । चूंकि AP=X, तथा वलय ऊध्व'तः नीचे गिर 
रहा है, अतः वलय के भार द्वारा कृत कार्यं होगा 72, जब वलय > दूरी नीचे 


गिरा है, तब द्रव्यमान 


P पर प्रथम बार विश्रामाव 


॥(७/(४+०)-०) 
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अत: संहति द्वारा कृत सम्पूर्ण कार्यं को शून्य के बराबर करने पर प्राप्त होगा 


mgx—Mg(y/ (x° +4°)—a)=0 
अर्थात्‌ 


: (mx +Md)=M(x°-+- ८१) 
वर्ग करने पर, 


m? x2 mx Ma+ M2 aè =M? 2 +M? a? 
अर्थात्‌ 
2m Ma 
45 कण m2’ x0 


(4) विश्रामावस्था से l0 ग्राम का कोई भार lO डेसीमीटर गिरता है 
और फिर रेत में l डेसीमीटर dast विश्रान्त हो जाता है, 


उस पर रेत का 
औसत प्रणोद (average thrust) ज्ञात करो I 
रेत पर गिरने पर यदि भार का वेग ॥ है, तब 
u=2g x I0x I0 
रेत का अवरोधी बल 2 भार के धंसने का विरोध करेगा । किन्तु पिण्ड का भार 
धंसने में सहायक होगा । अतः RIO g, परिणामी बल होगा, जो flo 
सेमी० तक कार्य करके भार की गतिज ऊर्जा को नष्ट कर देगा | चूँकि, 


बलों द्वारा कृत कार्य=गतिज ऊर्जा में परिवर्तन ` | d 
अतः | 


220 अवकेल समीकरण एवं गति विज्ञान 
दूरी ऊपर गया है, अतः गुरुत्वाकर्षण द्वारा M पर किया गया कार्य 
248(५/(४१-- ०?) -- ८), 
| 


(R—l0g)x o= I0Ox 2g x I0x I0 
R=(00+0) g डाईन=0 ग्राम भार | 
4.53 बल का आवेग (Impulse of a force) 


यदि क्षण ! पर एक नियत दिशा वाले परिवर्तनशील aa का परिमाण P y 
है, तब समय T में बल के आवेग की परिभाषा है र | 


F P dt 
0 
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SX 


शुद्ध गतिकी एवं बलगतिकी = 2 


चूँकि 


ब 


` 


` © ` में 
अतः उपरोक्त का सभाकलन करने पर हमें प्राप्त होगा, आवेग 


[ngap 

=| m- di=|mv| =mu —mu 

ara aae 

यदि T अन्तराल के प्रारम्भ और अन्त में वेग क्रमश: Ur एवं V š | अतः 


आवेग=बल की दिशा में 7 समय में संवेग में परिवर्तन । 


यदि ? अचर है, तब 
P.T=mu'—mu 


अब यदि 7 अनन्त रूप से वड़ा हो जाता है, तथा 7 अनन्त सूक्ष्म हो जाये, इस 
प्रकार से कि समाकल 


T 
[Pat 
0 
का परिमित मान 7 रहे, तव P आवेगी वल (Impulsive force) कहलाता है, 


तथा 7 संवेग में परिवर्तन m(u —u) दर्शाता ë । आवेगी बल का उदाहरण हृथोड़े 
की चोट से दिया जा सकता है। 


किसी परिमित बल का माप उसके द्वारा समय की इकाई उत्पन्न संवेग 
होता है, पर किसी आवेगी बल का माप उसके द्वारा अत्यन्त Seq काल में उत्पन्न 
सम्पूर्णं संवेग होता है । 


4.54 रैखिक संवेग संरक्षण (Conservation of Linear Momentum) 


यदि द्रव्यमान का कोई पिंड किसी बल F की क्रिया के कारण उसकी 
क्रिया रेखा में v से गतिमान है, तत्र हमें न्यूटन के गति के दूसरे नियम से ज्ञात 
हैकि à 
z (mv)=F 
यदि F=0, तब 
Z (0-0 
dt 


अर्थात्‌ mv अचर हैं । 
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अतः पिंड अचर संवेग से गतिमान होगा । 


4.55 संवेग संरक्षण का सिद्धान्त (Law of Conservation of 
Momentum) : 


मान लो एक ही सरल रेखा में गतिमान m, m, द्रव्यमान के दो चिकने 
गोले Un U, वेग से परस्पर संघात (Impact) करते हैं, तथा संघात के पश्चात्‌ 


EL u. 
EL. 2, 
/ 
— डी 
INS 
— — A 
ण t> 


उनके šT V,, V, हो जाते हैं । न्यूटन के तीसरे गति के नियमानुसार संघात 
होने पर m, m पर मान लो 2 बल से क्रिया करेगा, तथा m, m, पर ठीक 
इसके विपरीत एवं तुल्य प्रतिक्रिया करेगा । अतः गति की दिशा में, जो कि दोनों 
गोलों के केन्द्रों को जोड़ने वाली रेखा है, सम्पूर्ण बल शून्य होगा । अंतः 


d 
qa (mi ums ४४) 550 
अर्थात्‌ 
mi utm: u, =3% =m, V +M, va 
संघात के पुव संहति का संवेग=संघात के पश्चात्‌ का संवेग । . 
यही रैखिक संवेग संरक्षण का सिद्धान्त है । 
उदाहरण : 
(l) द्रव्यमान की एक गोली M द्रव्यमान के स्थिर (fixed) लक्ष्य में 


S दूरी तक घंसती है। यदि लक्ष्य गति के लिए स्त्रतनत्र हो, और प्रतिरोध एक- 
समान हो, तो सिद्ध करो कि गोली तब केवल 


MS 
Mm 
दूरी तक ही घंसेगी । 
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मान लो गोली पर एकसमान अवरोधी बल R लगता है, तथा वह ४ वेग 


से स्थिर लक्ष्य से टकराती है, फिर & दूरी तक धंसकर विरामावस्था में आ जाती 
है । ऊर्जा के सिद्धान्त से प्राप्त होगा । 


अवरोधी बल द्वारा कृत कार्य --गतिज ऊर्जा का ह्लास 
l 
R55 mu? (l) 
दूसरी स्थिति में गोली के लक्ष्य में धंसने के बाद यदि दोनों का उभयनिष्ठ वेग V 


है, तब संवेग संरक्षण के सिद्धान्त से हमें प्राप्त होगा 


mu=(m+M) V, 
अर्थात्‌ 


इस स्थिति में यदि धंसी हुई दूरी S' हो तो 


l 


R. S'=— mu°— दु (५-४) yas 


अतः (i) से R का मान रखने पर 


M 
, 
=— S 
° M-+m 
(2) Maama की एक तोप एक गाड़ी पर रखी है । तोपगाड़ी एक 
चिकने क्षैतिज तल पर चल सकती है । तोप क्षितिज से कोण ० पर आनत Š | 
उससे एक गोला दागा जाता है जो क्षितिज से कोण 6 बनाता हुआ निकलता है । 


यदि गोले का द्रव्यमान m है, तो सिद्ध करो कि 
HL 
tan |= l+ tan a. 


मान लो गोले का तोप के सापेक्ष वेग ४ हैं, जो कि नली के अनु है, तथा 
तोप एवं गाड़ी का पीछे की ओर क्षैतिंज वेग » है। मान लो गोले का बास्तविक 
वेग » है, जो क्षितिज से ? कोण बनाता है । अतः गोले का वेग » दो वेगों के 
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संयोजन से प्राप्त होगा--पहला वेग ४ नली के अनु तथा क्षितिज से कोण ० बनाते 
हुए, दूसरा वेग v, क्षैतिज दिशा में पीछे की ओर । 
अतः गोले का वास्तविक क्षैतिज वेग 


=V cos 0=U cos a—v (ü 
तथा वास्तविक ऊर्ध्वाधर वेग 
=V sin 0=u sin a (ü) 


अब क्योंकि विस्फोट के कारण गोले पर आवेगी बल तोप तथा गाड़ी पर के 
आवेगी बल के बराबर तथा उसकी विपरीत दिशा में है, अतएव इन बलों के 
क्षेतिज अवयव भी बराबर होंगे; इसलिए 


My=m(u cos ०--9) 
अर्थात्‌ i 


y= 


mu Cos 
M +m z 
समीकरण (ii) को (i) से भाग देने पर, तथा y का उपरोक्त मान रखने पर प्राम 
होगा- 


usina _ u sin a 


u COS a—y | 
u COS a— 


tan = 
Mu ०54 
(Mm) ° 


_(M+m) Ee m 
त्स tan‘-(! + r) tana 


विविध प्रश्नावली 32 


l. एक पिंड 980 से० मी०|से० वेग से भूमि से ऊर्ध्वारतः ऊपर प्रक्षेप किया 
गया । ज्ञात करो कि किस ऊंचाई पर उसकी गतिज ऊर्जा स्थितिज ऊर्जा 
के बराबर होगी । š 


2. ।200 डेसि०मी०से० वेग से 5 ग्राम्य द्रव्यमान की गोली लक्ष्य पर चलाई 
जाती है । लक्ष्य का द्रव्यमान 400 ग्राम है और वह चलने में स्वतन्त्र 
है । दर्शाओ कि गतिज ऊजां का 80/84 भाग का ह्लास हो जाता है । 
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w M द्रव्यमान की वन्दूक से # द्रव्यमान की गोली बन्दक के सापेक्ष u 
वेग से छूटती है। दर्णाओ कि वन्दूक एवं गोली के वास्तविक वेग 
हैं तथा उनकी गतिज ऊर्जाये उनके 


mu 5 Mu 
(Mm) Mm 


द्रव्यमानों की व्युत्क्रमानुपाती हैं । 


l टन द्रव्यमान की तोप 25 किलोग्राम का गोला फेंकती है और पीछे 
की ओर एक चिकने नत समतल पर 5 मीटर की ऊंचाई तक चढ़ जाती 
है । गोले का प्रारम्भिक वेग ज्ञात करो । 


m द्रव्यमान की एक गोली एक निश्चित वेग से चलती हुई एक M द्रव्य 
मान वाले लक्ष्य से, जो गोली की दिशा में चलने को स्वतन्त्र है, टकराकर 
उसमें जड जाती है ।दर्शाओ कि संघात से गतिज ऊर्जा का MIm-- M 
भाग नष्ट हो जाता है | 


एक सम डोरी, जिसका द्रव्यमान M और लम्वाई 24 है, एक चिकनी 
gA पर सममित रूप से रखी गई तथा उसके छोरों पर एवं m 
द्रव्यमान के कण बंधे हैं जब डोरी खू'टी छोड़ देती है, तब दर्शाइये कि 
उसका वेग होगा 


l M+2(m—m’) 
A M -+-m+m' ag) 


सिद्ध करो कि एक अचर बल के अन्तर्गत गतिमान # द्रव्यमान के कण 
की किसी समय अन्तराल में माध्य गतिज ऊर्जा होगी 


I m ( ug -HUU + म) 


जहाँ ५, एवं uw अन्तराल के प्रारम्भिक एवं अन्तिम वेग हैं । 


(संकेत : यदि अन्तराल T है, तथा अचर त्वरण f है, तब 


DNS 
माध्य To ऊ० =7 |, ५? dt, जहाँ V=u+ft) 
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M ग्राम द्रव्यमान का हथौड़ा h से० मी० ऊंचाई से ग्राम द्रव्यमान 
वाले एक स्थूण (pile) के शिखर पर गिरता है और उसे भूमि में ८ सें० 
मी० घंसा देता है; भूमि का प्रतिरोध जात करो, जबकि यह माना गया 
है यह प्रतिरोध अचर है, और स्थूण अप्रत्यास्थ (inelastic) है । 


2] लम्बाई वाली भारी समांग डोरी एक छोटे चिकने स्थिर घिरनी पर इस 
प्रकार लटकी है कि ।+८ लम्बाई एक तरफ लटकी है, तथा /-० दूसरी 
तरफ । यदि छोटे हिस्से के छोर को पकड़कर रखा जाये, व फिर छोड़ा 
जाये, तो दर्शाओ कि डोरी 


i) cosh™? (= ) 

V 8 c 

समय पश्चात्‌ घिरनी को छोड़ देगी । 

द्रव्यमान का एक कोष (Shell) V वेग से गतिमान है । एक आन्तरिक 
विस्फोट से ऊर्जा उत्पन्न होती है एवं कोष को दो भागों में तोड़ देती है, 
जिनके garara m, : m] हैं । दोनों टुकड़े कोष की गति की मूल रेखा 
में गति करते रहते हैं । दर्शाओं कि उनके वेग हैं 


7) एव =) 


(संकेत : विस्फोट के पश्चात्‌ दो भागों में द्रव्यमान हैं 


Mk TEN 
क एबं तज 


मान लो । यदि इसके वेग V, एवं V, हैं, तब संवेग संरक्षण से 


M V= mv 77५9 १५ (l) 
ऊर्जा के सिद्धान्त से 


EMV = Pmt mov (2) 


समीकरण () एवं (2) को हल करके /, एव ए, प्राप्त होगा) 
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ll. कोई द्रव्यमान m स्वतन्त्रतापूर्वक a Qo मी० गिर कर अपने से बड़े द्रव्य- 
मान M को, जो स्थिर घिरनी पर से होकर जाने वाली एक अवितान्य 
डोरी द्वारा उससे सक्वद्ध है, उठाता Š | दर्शाओ कि 


पक्क नो 


समय पश्चात्‌ M अपनी प्रारम्भिक स्थिति में फिर लोट आयेगा । 


यह भी ज्ञात करो कि झटका लगते ही ऊर्जा के कितने भाग (fraction) 
का ह्लास हुआ । 
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प्रक्षेप्प 
(Projectile) 


5.] एक तल में किसी बिन्दु की स्थिति ज्ञात करने के लिये हमें तल की 
दो नियत अक्षों के सन्दर्भ में उसके निर्देशांक जानना आवश्यक है | अतः उन दो 
निर्देशांकों को प्राप्त करने के लिये हमें गति के दो समीकरणों की आवश्यकता 
होगी । यदि ये अक्ष सामान्य निर्देशांक अक्ष ही ले ली जायें तो गति के द्वितीय 
नियम से हमें गति के निम्न समीकरण प्राप्त होंगे । 


mx = X, my =Y 


जहाँ X, Y कण पर क्रियारत बलों x एवं 9 के अक्षों के अनु अवयवों के योग 
हैं । इनमें से प्रत्येक समीकरण को दो बार समाकलन करने पर, हमें द्रो समीकरण 
प्राप्त होंगे जिनमें 4 अचर राशियां समाहित होंगी । प्रश्न के प्रारम्भिक प्रतिवन्धों 
की सहायता से इन अचरों को ज्ञात किया जा सकता है । फिर इन दो समीकरणों 
से / का विलोपन करके, हम > एवं » में सम्बन्ध स्थापित कर सकते हैं । यही 
कण के पथ का समीकरण होगा । 


3. निर्वात (Vacuum) : में किसी प्रक्षेप्य का पथ परवलय होता है । 


m द्रव्यमान का एक कण ४ वेग से, क्षैतिज से ० के आनति पर Wa 
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में प्रक्षिप्त किया गया है, उसकी गति एवं परिलिखित पथ का समीकरण ज्ञात 
करना | 


क्षेप विन्द्र 0 को मूल विन्दु मानकर, 0 से क्षैतिज एवं gatat रेखाओं 
को क्रमशः X अक्ष एवं } अक्ष मान लें। गति उस ऊर्ध्वाधर तल में होगी जिसमें 
नियामफ अब स्थित हैं । 


मान लो ! समय पर कण P(x, y) पर स्थित है । 


कण की गति पर प्रभाव डालने वाला एकमात्र बल है उसका भार जो कि 
ऊर्ध्वाधरतः नीचे की ओर (वायु का गतिरोध उपेक्षणीय है) अत: गति के समी- 


करण होंगे 
m x=0 
एवं 
mx =—mg 
अर्थात्‌ 
š x =0 (l) 
एवं k 
š (2) 
7-8 


क्योंकि गुरुत्वीय त्वरण नीचे की ओर है, जबकि y की धनात्मक दिशा ऊपर की 
ओर है । 

(l) एवं (2) का समाकलन करने पर, तथा इस प्रतिबन्ध का उपयोग 
करने पर कि /--0, ` 
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पर X=u COS a, 


=u Sin a 
हमें प्राप्त होगा 
¥==u COS a, एक अचर (3) 
=u sinfa—gt (4) 


(3) एबं (4) का समाकलन करने पर, तथा इस प्रतिबन्ध का उपयोग करने पर 
कि /=0, पर x=0 एबं y=0 हमें प्राप्त होगा 


x=u cos ८ . Í (5) 


B l 
y=u sin a, />ठ gt? (6) 


समीकरण (3) एवं (4) से / समय पर कण के वेग के क्षैतिज एव' अध्वा र 
अवयव प्राप्त होते हैं । (5) और (6) से कण के क्षैतिज एवं ऊर्ध्वाधर दिशाओं में 
कण के / समय पर विस्थापन प्राप्त होते हैं । 


(5) और (6) की सहायता से / का विलोपन करने पर हमें प्राप्त होगा 


) ७ 2 
u? cos? a 


(7) 


=x tan a— 2 


यही कण का पथ है | चूंकि यह समीकरण > में द्विघाती ë एवं y में एकघाती, 
भत: यह परवलय है | इसकी अक्ष ऊर्ध्वाधर है, तथा शीर्ष उपर की ओर है । 


अतः निर्वात में प्रक्षेप्य का मागं परवलय होता है | 


5.2 समीकरण (7) को हम निम्न रूप में लिख सकते हैं 


2 
X2—2 l; sin a cos a x= —2 ९०४ ० 
£ 

अर्थात्‌ 

Snes 2 2 2 

(x-5 sin a cos a) = — í, s =s) (8) 

अतः शीष है 

y= Sin a cos a sine 

g 3 2g 
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नाभिलम्ब (latus rectum) है 
हु 2 Uu? cos? a 
£ 


(9) 
(8) के दायें पक्ष का ऋणात्मक चिह्न यह दर्शाता है कि परवलय की अवतलता 


(concavity) नीचे की ओर है । 


चूंकि u cosa कण का अचर क्ष॑तिज वेग है, अतः (9) से ज्ञात होता है 
कि वे सभी परवलय जिनके क्षैतिज वेग समान हैं, बराबर होते हैं | 


नाभि--यदि 4 शीर्ष है एवं S नाभि है, तव 


l u? cos? a 


45=- ठ (नाभिलम्ब) = Jg 


.. OX रेखा से नाभि की ऊँचाई 


त ee] 
=णीर्षं 4 की ऊंचाई दू नाभिलम्व 


u?sin?a ४१ 0052 ७_ _ 72 cos? a 
FD 2g 2g 


aa: नाभि, ७, के निर्देशांक है 


u? sin 2a - ४४ ०05 2 °) 
( 225. 48 


अत: इसका निर्णयकी क्षैतिज रेखा OX के ऊपर, उस पर या उसके नीचे हैं, इससे 
होगा कि 


u? cos 26 
न पत्र 


धनात्मक, शून्य या ऋणात्मक है, अर्थात्‌ इसके अनुसार कि कोण ८ का मान #/4 


से बड़ा है, उसके बराबर या उससे छोटा है ! 


è Tx > > 
qaaa की नियता (directrix) #अक्ष के समानान्तर हे, तथा 0% स 
नियता की ऊँचाई 


शीष 4 की ऊँचाई+ g ताभि लम्व 
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u? अश 6, u2cosla ४४१ 


28 2g 2g 
अत: नियता का समीकरण है y=u?/2g. 


चूंकि उपरोक्त परिणाम ८ से स्वतन्त्र है, अतः उन सब प्रक्षेप पथों की, जिनके 
प्रक्षेपण विन्दु तथा प्रारम्भिक वेग समान होते हैं, एक ही नियता होती है । 


अब OS=0 की नियता से दूरी =८१/2४ तथा O परवलय पर स्पर्शी, जो 
कि ५ को. दिशा है, OS एवं OY के बीच के कोण की अद्वधक है । अतः 


AOUE (z = ) =2a— > 


अतः नाभि ४ के ध्रुवीय निर्देशांक-यदि O प्रूव हो एवं 0% मूल रेखा हो, तो 


u’ m 
(z3) 
5.।3 उड्डयन काल T 


ह समय है जो कि कण को प्रक्षेप बिन्दु 0 से गुजरने वाले क्षैतिज समतल 
पर पहुंचने में लगता है । 


(6) ५=0 रखने पर हमें प्राप्त होगा 


usina.t— > gt2=0 
भत: /--0 या 
__ 2u sina 
g 
चू कि /=0 से प्रक्षेप बिन्दु प्राप्त होगा, अत: /*0 


t 


T= 2u sin a 
£ 


क्षैतिज परास Rassaa काल T Š कण से जो क्षैतिज दूरी चली, उसे क्षैतिज 
परास कहते हैं । चूंकि कण का क्षैतिज वेग अचर है, ५ ८०३ ८ 


अतः 


i 2 
R=u cos a, T=u cos a. लि = sin 2a 
£ 
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चूंकि 


2 
R = (४ cos a) . (u sin a) 


I e D 
= = (प्रक्षेप वेग का क्षैतिज अवयव) (प्रक्षेप वेग का ऊर्ध्व अवयव) 
स्पष्टतः महत्तम क्षेतिज परास के लिये 


i sin 2] ~ 
अर्थात्‌ 


m m 
2a=7 या a= z 
और तब महत्तम परास =८१/४. 
चकि नाभि के निर्देशांक हैं 
(£ sin 2a _ u? cos 2a ) 
2g 22 2g 
तथा cos m/2=0, अतः जब परास महत्तम रहेगी, तव नाभि परास पर ही 
रहेगी । 
प्रक्षेप कोण ० एवं 7/2८ के लिये क्षैतिज परास तुल्य रहेगी, यदि प्रक्षेप 
वेग वही है क्योंकि 
u? ., य्य त sss 
| R= = sin 2a R = sin 2 (2 ०) 
एवं 


PP o 
=— sin 2a 
£ 


महत्तम ऊँचाई H, उच्चतम बिन्दु पर ऊर्ध्वं वेग शून्य होगा, अतः (4) से प्राप्त 


होगा 


0=u sin a—gt 


अर्थात्‌ 
u sin a 
0 
g 
तब (6) से 


ह E IS ge 2£ sin? a 
H=usina. s 2 ठ — 


यही शीष की कोटि भी है । 
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नाभियों का बिन्दुपथ : चूँकि नाभि के निर्देशांक हैं 


u? sin 2a u? cos 2c ) š 
= ( = 2g ;> 2g 


अतः यदि प्रक्षेप वेग ५ तियत है, तो भिन्न प्रक्षेप कोणों पर बने सभी प्रक्षेप्यो के 


नाभियों का बिन्दु पथ एक वृत्त होगा जिसकी त्रिज्या होगी ५१/2९. 


5.।4 श्रक्षेप्य के किसी बिन्दु पर बेग 


नियता से बिन्दु तक गिरने से उत्पन्न वेग के बराबर होता Š | मान लो 
किसी बिन्दु P T< वेग V हो, तो उसकी दिशा P पर स्पर्शी के अनु होगी, मान 
लो क्षैतिज से इसकी आनित १ है, तव 
V cos 8=š=u cos a 
V sin 9=}=u sin a—gt 


u si — 
ii डा sin a— gt 
x U COS a, 


तथा 
V2=u cos? a+ (u sin a—gt)? 


=u—2u sin a . gi+g?t? 


< 5 | 
=u?—2g (u sna. (-- > 8/)-॥४-28 


. 2 
=) (z: e ) 


=2g (नियता की 0 से ऊँचाई — p की कोटि) 


=2gx (P के ऊपर नियता की उँचाई) 


अत: किसी बिन्दु पर वेग का परिमाण वही है जो कि नियता के उस बिन्दु तक 
स्वतन्त्नतापूर्वक गिरने से प्राप्त होगा । 


उदाहरण : l यदि प्रक्षेप वेग ५ है, तो एक ही तल में विभिन्न प्रक्षेप्य पथों 
के शीर्षों का विन्दु पथ ज्ञात करो । 
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जब प्रक्षेप कोण a हो, तब मान लो शीर्ष के निर्देशांक (h, k) हैं । अत: 


es : 
— ui sin 2a k- Ë sina ४१ 
> = — 


h 2g 27 ig (l—cos 2a) 


sin क h, cos 2८5--] -- 48 K 
u u? 


दोनों को वर्ग करके जोड़ने पर ८ का व्रिलोपन हो जायेगा, तब हमें प्राप्त होगा 
4g? a, (u—4gk\? 
की m क्र) =] 


अतः शीर्ष का बिन्दु पथ होगा 


जो कि एक दीर्घं वृत्त है, जिसका केन्द्र (0, ५१/4४) है | 


(2) यदि अपने पथ के किसी बिन्दु P तक पहु चने के लिये किसी भ्रक्षेप्य 
को t समय लगे, और 2 से प्रक्षेप विन्दुगत क्षैतिज समतल पर पहुँचने में !' समय 
लगे, तो दर्शाओ कि समतल से P की ऊँचाई gt होगी । 


मान लो कण को ५ वेग से क्षैतिज से ८ कोण पर्‌ प्रक्षिप्त किया गया । यदि 
बिन्दु P as पहु चने में ! समय व P से क्षैतिज समतल तक पहुंचने में £ समय 
लगे, तब उड्डयन काल, 


2u sin a (0) 
£ 


यदि बिन्दु p की क्षैतिज तल से ऊंचाई # है, तब 


T=t+t'= 


C fi l t? . 
h= u gm a. > g 
= (LSE le pel; 


(3) एक कण को किसी ऊर्ध्वाधर समतल में स्थित त्रिभुज के क्षैतिज 
आधार के एक सिरे से इस प्रकार प्रक्षिप्त किया गया है कि वह त्रिभुज के शीष 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


236. अंवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


को स्पर्श करता हुआ आधार के दूसरे सिरे पर गिरता है। यदि 4 एवं 8 
त्रिभुज के आधार के कोण हों तथा ० प्रक्षेप कोण हो, तो सिद्ध करो 


tan a=tan A-+tan B 


मान लो ५ प्रक्षेप वेग है | स्पष्टतः क्षैतिज समतल पर परास AB Š | 


usin 2a 


AB= 


यदि P बिन्दु (x, y) है, तब 


TSS St त्य 
tan A+tan B= = + R y? YR- 
28580! R 
Tx R—x 
किन्तु 
] gx? 
= t — = —---nO—Oossso. 
CR 2 ४४ ९०5१ a 
अत: 
2 
Ë sin 2० 
g 


tan A+tan B= (tan a— L g = Í 


a 
2 ° u? cos? a/ (u? sin 2a = ) 


s u l 
=tan a. (= Sin 2a— x ) G —— 


x sin 2a—x ) 
g 


=tan a 


(4) समुद्र तल से एक तोप समुद्र की तरफ गोले बरसा रही है । इस / फुट 
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ऊंची एक तोपगाड़ी पर चढ़ाया जाता है ओर यह उसी कोण ० पर गोले दागती 
है । यदि प्रक्षेप वेग ५ हो, तो सिद्ध करो कि परास पहिये की परास से 


He] 
गुना अधिक बढ़ जाती है । 
मान लो दो स्थितियों में परास क्रमश: R, 2 है! 
तब 


2 : $ 
R नट COS a . Sin a ) (6) 


g 
दूसरी स्थिति में बिन्दु (Rp -/) उस वक्र पर स्थित है, जिसका समीकरण है 
>x =: 
y=x tan a — (Ez) sec? a 


अतः 


Ri? 
—h= R, tan ० sec? a 


इसे 2, में द्विपद समीकरण के समान हल करने पर, तथा करणी के पहिले केवल 
घन चिह्न लगाने पर, हमें प्राप्त होगा-- 


u? sin a cosa , 4? sin a COS a 2hg ) 
R= g aF g (U: ar u? sin? J 


तब (]) से प्राप्त होगा-- 


l 2gh _\u2 _ 
T =a sii + sin? =) l } 


R,—R l [+ 2gh yw ] 


=< ANE u? sin? a 


अतः 


(5) एंक प्रक्षेप पथ की किसी नाभिगत जीवा (focal chord) के छोरों 
पर यहि वेग / एवं /2 हो, तथा वेग का क्षैतिज अवयव ५ हो, तो दर्शाओ कि 
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मान लो PQ एक नाभिगत जीवा है, तव P एवं © के स्पर्शी नियता पर 
परस्पर लम्बवत काटते हैं । यदि १; की दिशा क्षैतिज से 6 कोण बना रही है, तब 


५» की दिशा क्षैतिज से #/2--9 कोण पर झुकी रहेगी । वेगों के क्षेतिज अवयव 
अचर रहते हैं, अतः 


V, cos 0=u, 
तथा 
V. sin 0=u 
R 02 A £S 
miT TES 0+sin? =] 
अतः 


WER i 


UEU TA U2 


(6) एक कण 2 गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत एक परवलय पर गतिमान है । 
सिद्ध करो कि पथ की नाभि के परितः P का कोणीय वेग नाभि से उसकी दूरी 
का व्युत्क्रमानुपाती है । P पर वेग v की दिशा स्पर्शी ?7 की दिशा में होगी । 
हमें परवलय का गुणधर्म ज्ञात है कि स्पर्शी PT द्वि-त्रिज्या ps एबं नियता पर 
लम्ब PM के मध्य के कोण की अद्ध क होती है । अतः 


ZSPT=TPM=$ 
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स्पष्ट है कि स्पर्शी PT की दिशा नियता से (अर्थात्‌ क्षैतिज से) 7/2--% कोण 
बनायेगी । अतः P के वेग v का क्षैतिज अवयव š! 


/ 
V cos \ = — ) =V sin =u 


मान लो, अचर राशि । 


हमें अनुच्छेद 4.23 से ज्ञात हैकि P का नाभि 5 के परितः कोणीय वेग 


sin o u 
= r = r 2 
जहाँ 
r=SP 


अतः सिद्ध हुआ कि? पर नाभि के परितः कोणीव वेग SP का व्युत्क्रमा- 
नुपाती है । 
प्रश्‍नावली 33 
l. यदि परवलीय मार्गे के किसी विन्दु पर वेग v हो ओर क्षितिज से झुकाव 
0 हो, तो दर्शाओ कि 


Fe 
g sin 0 


समय पश्चात्‌ कण अपनी पहली दिशा से समकोण पर गतिमान होगा । 


2. किसी परवलीय पथ के चाप के छोंरों पर के स्पशियों के बीच का कोण a 
है, इन छोरों पर वेग » एवं »” है, तथा ५ उनका क्षैतिज अवयव है, 
सिद्ध करो कि इस चाप पर गति करने में लगा समय है-- 


r sin a)/gu 
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एक ही तल में एक ही बिन्दु से कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किये जाते हैं कि 
उन सत्रके परवलय तुल्य है । सिद्ध करो कि उनसे शीर्षो का बिन्दुपथ एक 
परवलय है । 

एक कण ५ वेग से एवं प्रक्षेप कोण ०(>7/4) सें एक बिन्दु 0 से, जो कि 
क्षैतिज समतल से h ऊंचाई पर स्थित है, प्रक्षिप्त किया गया है । यदि t 
समय पश्चात्‌ जब कण क्षैतिज समतल पर गिरे, तो उसकी दिशा प्रक्षेप 
दिशा के लम्ब रूप हो, तो सिद्ध करो कि 


u h u? cos 2a 
i sin a S 2g sin? a 


एक ही कर्ध्वाधर तल में, एक ही विन्दु से आरम्भ होने वाले प्रक्षेप पथों 
की नाभियों का बिन्दुपथ ज्ञात करो, जब 


(i) सब में वेग के क्षैतिज अवयव समान हैं, 
(ii) प्रत्येक में प्रक्षेप वेग का ऊर्ध्वाधर अवयव समान हैं; 
(iñi) क्षेतिज समतल पर सब का उड्डयन काल समान है | 


सिद्ध करो कि किसी प्रक्षेप पथ में किसी बिन्दु पर वेग वही होगा जो इस 
बिन्दु पर के स्पर्शी के समानान्तर नाभीय जीवा (focal chord) की 
लम्बाई की चौथाई ऊंचाई से गिरने पर उत्पन्न होगा । 


प्रक्षेप बिन्दु से होकर जाने वाले क्षैतिज समतल पर स्थित एक लक्ष्य पर 
निशाना लगाया जाता है । जब गोली ८ प्रक्षेप कोण पर प्रक्षिप्त की जाती 
है, तो वह्‌ लक्ष्य से ० से०मी० इधर ही रह जाती हैं और जब कोण पर 
प्रक्षिप्त की जाती है, तो लक्ष्य में b So dro आगे जा गिरती है Ú सिद्ध 


करो कि यदि प्रत्येक दिशा में प्रक्षेप वेग समान हो, तो उपयुक्त प्रक्षेप 
कोण होगा-- 


Ie a sin 28+)b sin 2 
—_siprz [2 Sin ८00६ a 
Gin { ठ | 


एक ही ऊर्ध्वाधर तल में तीन कण एक ही विन्दु से प्रक्षिप्त किये जाते 
हैं । इनके प्रक्षेपण वेग क्रमशः //,, Va V, हैं, तथा प्रक्षेपण कोण क्रमशः 
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B, B>, Bs हैं। सिद्ध करो कि उनके पथों की नाभियां एक ही सरल रेखा 
पर स्थित होंगी, यदि 


sin 2(४2-%) , sin 2(8,—8,) , si 

A 2 ] sin 2(B,— 

हा SP y, + — =0. 
एक कण प्रक्षेप बिन्दु से x दूरी पर स्थित दीठार को स्पर्श करता हुआ 
पार करता है, तथा दूसरी ओर दीवार से » दूरी पर क्षैतिज तल पर 
गिरता है । यदि प्रक्षेप कोण 7/4 हो, तो सिद्ध करो कि दीवार की ऊंचाई 
होगी 

ळं 20/(४-+-)) 

एक कण p गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत एक परवलय पर गतिमान है । सिद्ध 
करो कि P को नाभि से जोड़ने वाली रेखा का कोणीय वेग 2 8५/५? है, 
जहाँ p पर कण का वेग v है, तथा V का क्षैतिज अवयव u है। 


एक मीनार पर से भूमि पर रखी किसी वस्तु का क्षितिज के नीचे अवनति 
$ कोण पाया गया । प्रक्षेप कोण ८ से एक तोप दागी गई, पर गोली इस 
वस्तु से हटकर भूमि पर एक दूसरे बिन्दु पर लगी, जिसका अवनति कोण 
४ था। सिद्ध करो कि तोप का उपयुक्‍त प्रक्षेप कोण. 0 निम्न से प्राप्त 
होगा-- 

cos 8 sin (0+¢) _ 005: $ sin # 

cos a sin (a+) cos? y sing 
यदि किसी कण की परवलीय गति के दो क्षणो पर गति की दिशायें 
क्षितिज से क्रमश: ० VA B कोण बनाती हों, तो सिद्ध करो कि उन क्षणों 
के बीच u(tan a—lan 8)/ का समय अन्तराल होगा; जहाँ ५ प्रक्षेप 
वेग का क्षैतिज वियोजित अवयव है । 


5.2 किसी दिए हुए बिळु से होकर जाने वाला प्रक्षेपण 


(a) G) सिद्ध करो कि सामान्यतः प्रक्षेपण की दो दिशायें होती हैं, 


जिनमें बिन्दु 0 से किसी नियत वेग से प्रक्षेपण करने से प्रक्षेप्य किसी अन्य नियत 
बिन्दु 4 से होकर जाये । 


(ü) यदि 0 को मूल बिन्दु मानकर 4 के निदेशांक (a, b) हों, तो वह 


न्यूनतम प्रक्षेप वेग ज्ञात करो जिससे 0 से प्रक्षेप करने पर प्रक्षेप्य 4 से निकले । 
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(i) मान लो एक कण बिन्दु 0 से इस प्रकार प्रक्षिप्त किया गया है कि 
प्रक्षेप्प किसी निश्चित बिन्दु 4 से होकर जाये । यदि 0 को मूल बिन्दु व 0 से 
गुजरने वाली क्षैतिज एवं ऊर्ध्वाधर रेखाओं को नियामक अक्ष मानने पर 4 के 
निर्देशांक (a, b) हों, तब ये निर्देशांक प्रक्षेप्य के निम्न समीकरण को सन्तुष्ट 


करेंगे 
gx 
95% (१7 esa u? cos? a 
अर्थात्‌ 
ga? 
b=a tan a—f ल्ल 
या 
a? 
b=a tan a} (l+tan? a) 
अर्थात 
205 2 ४१७ 
tan? a— zan tana+l+, E =0 


चूंकि उपरोक्त समीकरण (I) tan ८ में द्विघाती है, इससे निष्कर्ष निकलता है कि 
सामान्यतः प्रक्षेपण की दो दिशायें होती हैं, जिनमें बिन्दु 0 से किसी नियत वेग 
से प्रक्षेपण करने से प्रक्षेप्य किसी अन्य नियत बिन्दु 4 से होकर जाये । 


(ü) (]) के मूल वास्तविक हों, इसका भतिबन्ध होगा 


404 27% 
= = 
ga? 4 | I+ ga ] 
अर्थात्‌ 
ut—[g?a2 + 20? gb] 
या 
(॥४४--87)? > gab?) 
या 


u? > 8(0+-%/(४“+-27)) 
अतं: वह न्यूनतम वेग जिससे 0 से प्रक्षेप करने पर प्रक्षेप्य 4 निकले, निम्न से 
दिया जायेगा- , 


Ue=gb+V(@ +b) 
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बिन्दु 0 से कोई कण इस प्रकार प्रक्षिप्त 
नियत बिन्दु 4 से होकर जाये । सिद्ध करो कि 
जाने में लगे समयों का 


किया जाता है कि वह किसी अन्य 
0 से 4 तक दो भिन्न प्रक्षेप्यों से 
गुणनफल प्रक्षेप वेग से स्वतन्त्र रहेगा, तथा उस समय के 
वर्ग के वरांबर होगा, जो किसी कण को विराम से ऊर्ध्वाधर दिशा 
से दूरी 04 गिरने में लगेगा। ' 


में स्वतन्त्र रूप 


मान लो 4 के निर्देशांक (a, b) Š, 
समय / लगा है, तब 


a=u 005 a. f 


तथा कण को O से 4 तक जाने में 


b=u sin a . /--3 gt? 
उपरोक्त दो समीकरणों से ८ का विलोपन करने पर हमें प्राप्त होगा-- 


(७--३ gt2)2-L ८2--॥/२/१ 
या 
b? + bgt 2 + ł g 2⁄4 +a?=u?t? 
अर्थात्‌ 


4.0 PET 
t tg (bg— u?) /*-- 4 धल =0 
यदि ti, t इस स मीक्ररण के मूल हँ तब 


2 pa Aab) _ 472 
Hl a 


g E 
जहाँ r=0A 
भतः 
2r 
tl. gS 
अतः 
r=} lı ta G) 


अब कण को यदि विराम से ऊर्ध्वाधर दिशा में स्वतन्त्र रूप से 7 दूरी गिरने में T 
समय लगे, तब I s 
r=tzg . T? i (0) 
अत: (i) एवं (ii) से 
* f ET 

यही सिद्ध करना था । 
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उदाहरण : 

बिन्दु 4 से किसी नियत वेग से प्रक्षेपण करने से प्रक्षेप्य किसी अन्य नियत 
बिन्दु B से होकर जाता ë । यदि भिन्न प्रक्षेप्यों में 4 से 3 तक पहुंचने के समय 
ty ta हों, तथा AB की क्षैतिज से आनति 8 हो, तो सिद्ध करो कि 

t,?-F2 fte sin 0+ t° 

0 से स्वतन्त्र रहेगा । 
हल 

पिछले अनुच्छेद से हमें ज्ञात है कि A को मूल बिन्दु मानकर यदि B के 
निर्देशांक (a, 8) हैं, तब 4 से 8 तक के समय !; h निम्न समीकरण से दिये 
जायेंगे 


4 नटी Š 
“+ Or (00200 
यदि n? एवं f? इसके मूल हैं, तब' 


पनाच 08-00) 
तथा 
t, कु (a2+ b°) 
अतः 
ti to = v(a +b?) 


चूंकि AB रेखा की आनत्ति 0 है, अतः 


b 


sin 0= L apa 


तब 
t aP ta + 2 ty ta sin 0 


b 478 2 p 
=—4 z + A . g v (a*+ b°) š: V (a° +b?) 


u? 


जो कि 0 से स्वतन्त्र है । 
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(2) € एवं D विन्दुओं को मिलाने वाली रेखा क्षितिज से a कीण बनाती 
है | सिद्ध करा कि C से O के प्रक्षेपण का न्यूनतम वेग, D से C के प्रक्षेपण के 
प्रक्षेपण के ITH वेग का tan (7/4--८/2) गुना है | 


Ds 
c a 


मान लो C को मूलबिन्दु मानने पर D के निर्देशांक (a, b) हैं, तब हमें 
दिया गया है कि b/a=tan a यदि U, वह न्यूनतम वेग है, जिससे € से प्रक्षेपण 
करने पर कण से होकर जायेगा, तब हमें ज्ञात होगा कि 

U =g(b+ v (at+ b°) 

इसी प्रकार 2 को मूल बिन्दु मानने पर € के निर्देशांक होंगे (-७, a) 
अतः पदि U, वह न्यूनतम वेग है जिससे 2 से प्रक्षेप करने पर कण € के होकर 
जायेगा, तब 

u=g(—b+(a*+b°) 


अतः हमें प्राप्त हो गा-- ; 
Ue __8(४+ ५८(०८-- ४१) __l+cosec a 


Ú g(b--./(a2+b2)) —l+cosec a ` 


क्योंकि 
L acot 
b a 
_Isina _ (cos a/2+sin ८/2)? 
च्य ज्ञा (cos c/2—sin a/2)* 
अत: 
Go l+tan a/l _ 4 2 
On 3 Cisa 
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(3) किसी उर्ध्वाधर तल में एक ही बिन्दु से एक साथ दो कण v एवं 
» वेग से क्षैतिज से क्रमशः a एवं ८! कोण पर प्रक्षिप्त किये जाते हैं । सिद्ध करो 
कि अपने पथों के दूसरे सार्व बिन्दु (common point) से होकर कण 


207 sin (a —a') 
g(V cos a+v' cos a!) 


समय के अन्तर पर जायेंगे । 


प्रक्षेप पथों के समीकरण ë— 


ऱ्य gx? ] 
y=x tan ०८-2० (l) 
एवं 3 
iQ 25 = te 2 
y=x tan a — pT cos? a! ® 


अतएव दूसरे सावं बिन्दु का 2-तिदेंशांक ज्ञात करने के लिये हम (l) और (2) 
से » का विलोपन करेंगे, अतः tan ०-2० al 


Ë 


SU (र ९05१८ v’? cos? 


|x 


l I 

3 
Š 9 C cosa V’cos 5) G cosa 77 cos x) 0) 
यदि सावं बिन्दु तक पहुँचने के समय /, एवं / हैं, तब 


X=tV cos ८३१४ cos a! 


t=t—ts=x (— == (4) 


V COSa Y COS 6 


अतः 


अतः (3) को (4) से भाग देने पर 


menre u tJ š एक्या न 
== == 
N 2\v cosa ` v' cosa’ 2 VV’ cosa cos a 


2 VV’sin (a—a) 
g (v' cos a' + V cos a) 
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h डेसी ० मी० ऊँची पहाड़ी पर ma का कोणीय उत्थान (angular 
elevation) B है, दर्शाओं कि उस पर गोली - मारने के लिये गोले का 
आदि वेग ९/(४/( +८०९८ 8)) से कम नहीं होना चाहिये | 


दो कण एक ही बिन्दु से एक साथ एक ही ऊर्ध्वाधर समतल में प्रक्षिप्त 
किये जाते हैं । यदि उनके प्रक्षेप वेग uy तथा प्रक्षेप कोण क्रमशः a, B 
हों तो सिद्ध करो कि उनके वेगों की दिशाएँ 


uv sin (८-8) 
४(॥ cos B —u cos a) 


समय बाद समान्तर होंगी । 


यदि h ऊ चाई से प्रक्षिप्त कण प्रक्षेपण बिन्दु से d दूरी पर गिरे, तो सिद्ध 


सिद्ध करो कि जो प्रक्षेप पथ दो नियत बिन्दुओं से होकर जाते हैं 


` उनकी नाभियों का बिन्दुपथ एक अतिपरवलय होगा । 


एक ही बिंदु से विभिन्न दिशाओं में कण इस प्रकार प्रक्ष नाते हैं 
कि वे / ऊँचाई की एक दीवार को स्पर्श करते हुये पार करें, तथा 
दीवार के समानान्तर एक पतली खाई में गिरें सिद्ध करो कि सभी कण 
एक ही समय पर खाई में गिरेंगे । 

एक कण क्षैतिज से ० की आनति पर प्रक्षेप किया गया | यदि वह 


बिन्दू (x y) से होकर जाये, तो सिद्ध करो 


J R R 5 
= —— जहाँ परास ह । 
tana RS ह्‌ 


यदि कण विदु (xa ya) से भी होकर जाये, तो सिद्ध करो कि 


2YIT XI Ys 
XiXa(Xa— Xi) 


दो कण एक उर्ध्वाधर समतल में एक ही बिन्दु से और एक ही वेग ५ से 


tan a= 
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क्षितिज से 8, एवं 6, कोण बनाते हुए प्रक्षे प किये जाते हैं। सिद्ध करो 
कि 


u cos ।/2 (0, ४:) 
g sin ]/2 (0, + 0.) 


समय के पश्चात दोनों कणों की गति की दिशाएँ समान्तर होंगी । 
दर्शाओ कि » वेग से प्रक्षेप करने पर प्रक्षेप fag से a दूरी पर स्थित 
दीवार पर महत्तम ऊँचाई 


Cs 

रत Fj 032 
तक ही कण पहुँच सकेगा । 
किसी बिन्दु 0 से एक ऊर्ध्वाधर तल में १/(287) वेग से कण प्रक्षिप्त 
किये जाते हैं। उनके पथों के शीर्षो का विन्दु पथ ज्ञात करो । 
किसी asatar तल में एक ही fag से समान वेगों से दो कण प्रक्षिप 
किये जाते हैं। यदि अपने पथों के दुसरे सार्व बिन्दु तक पहुँचने में इन्हें 
समय t t लगे, तथा अपने उच्चतम fag तक पहुंचने में समय 7,7" 
लगे, जो कि उच्चतम बिन्दु तक पहुंचने के समय हो, तो सिद्ध करो कि 
ITET प्रक्षेप कोण से स्वतंत्र है । 
दो बिंदुओं 4'एवं 8 के बीच की दूरी ८ है, भूमि से उनकी ऊचाइयां 
क्रमशः hi एवं ॥ है । दर्शाओ कि वह्‌ न्यूनतम वेग जिससे भूमि से 
प्रक्षेप करने पर कण दोनों बिन्दुओ से होकर जाये,-होगा 

V (glhi+:+a)) 
आनत तल पर परास (Range on an inclined plane) 


B आनति वाले समतल के किसी बिन्दु 0 से एक कण ऊर्ध्वाधर तल में 


महत्तम ढाल रेखा के अनु प्रक्षिप्त किया गया है | मान लो कण का प्रक्षेप वेग ४ 
है एवं प्रक्षेप कोण ० Š | मान लो OP महत्तम ढाल रेखा है व कण P पर तल 
से टकराता है, अतः नत तल पर परास 07 है । 


कण के पथ का समीकरण है : 
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gx2 


y=x tan a— Ë 


— 
Siac 0 


Y 


मान लो OP=r, अतः? के निर्देशांक Š (r cos 8, r sin p) 


अतः 
: gr? cos? B 
=r c tan a=} फरत 
r sin B os 8 a—$ ब 
अर्थात 
' g cos? 8 z sin (a— £) 
2 — =cos B tan a—sin B= 
१ Ju cos? a 5B B COS a 


z _2u? cos a sin (a —B) 


l: g cos? 8 
| उडड यन काल, T, यदि कण T समग्र पश्चात्‌ तल से P पर टकराता है, तब 
r cos B=OM=u cos a.T 
चू कि क्ष तिज दिशा में वेग का अवयव अचर u cos ०, है । 


T=" cos B 2u sin (a—B) 
ucosa gcos 8 


5.3 महत्तम परास 


हमने पिछले अनुच्छेद में प्राप्त किया है कि ५ वेग से a प्रक्षेप कोण पर 
आनत तल पर परास 


2 . 
जल {cos a-sin(a—B)) 


p 
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उसी प्रक्षेप वेग से भिन्न भिन्न प्रक्षेप कोणों पर प्रक्षेप करने पर परास भिन्न 
भिन्न होगी । हम महत्तम परास व उसके संगत कोण am ज्ञात करना चाहते हें । 
अतः / को ८ के सापेक्ष अवकलन करने पर तथा 4//५० को शुन्य के बराबर करने 
पर (यह ध्यान रखना है कि ४ एवं 8 अचर है), प्राप्त होगा- 


Sp S EAP {cos(a --ß) cos a—sin a sin (a— B) 
da g cos? 8 bsa 
= cos (2a—B)=0 
या 
2ay—B=r/] (I) 
अत: 
am=ßB|2+ 7/4 


अतः 8/2--%/4 के प्रक्षेप कोण पर 8 आनति वाले तल पर परास महत्तम होगी | 
बिना अवकलन का उपयोग करके भी हम ० मान ज्ञात कर सकते हैं | चू कि 
L 2 


j : 
S) {2 cos a.sin (a—£)} 


=) {sin (2a—ß)— sin B} 


अतः महत्तम परास 


è u? CEE SER 
r ०० {l —sin £}, 
चू कि sin (2०-8) का महत्तम मान | है | 
59 22३१ š 
Ym= यत्ता 
जब B=0, अर्थात्‌ क्षे तिज तल पर महत्तम परास ८१/४ होती है, तथा संगत 
प्रक्षेप कोण 7/4 होता है । 
(i) को इस रूप में लिखने पर (८ ~) =72-०, यह स्पष्ट है.कि 
महत्तम परास प्राप्त करने के लिये, प्रक्षे पण की दिशा को नत तल एवं ऊर्ध्वाधर 
के बीच के कोण को अद्ध क होना चाहिये । 


(ग) यदि 07 प्रक्षेप की दिशा है, जब परास महत्तम है, 07 पथ की O बिंदु 
पर स्पर्शी है, तथा 0 से होकर जाने वाली ऊर्ध्वाघर रेखा नियता पर लम्ब Š ! 
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अतः पथ की नाभि रेखा OP पर होना चाहिये (क्योंकि यह परवलय का गुण- 
धर्म है कि किसी fag पर स्पर्शी की दिशा उस बिंदु से नियता पर डाले गये लंब 
एवं नाभीय जीवा के वीच के कोण की अद्धक होती है) अतः महत्तम परास की 
स्थिति में नाभि परास में स्थित होती है । 

(ii) अतः महत्तम परास की स्थिति में परास OP एक नाभीय जीवा 
है । हमें ज्ञात है कि नाभीय जीवा के दोनों छोरों पर खींची गई स्पशियां एक 
दूसरे की लम्ब रूप से नियता पर काटती हैं । अत: P पर स्पर्शी प्रक्षेप वेग के 
लम्ब रूप हे ! अर्थात महत्तम परास की स्थिति में कण नत तल से प्रक्षेप वेग 
की लम्ब रूप दिणा में टकराता हे । 

(iv) अब हम यह दशति हैं कि दिये हुए प्रक्षेप वेग एवं दी हुई नत परास 
के लिये दो प्रक्षप दिशायें होंगी । 
चूंकि 

u? 3 š 
oi {sin (2a—B)—sin B} 


अतः यदि ४ एवं परास r दिये हुए हैं, तव sin(2a—B) भी ज्ञात है, इससे ० 
के दो मान प्राप्त होंगे, मान लो ०, एवं a, 


तब 
sin (2a, —£) =sin (2a: — B) 
अतः 
2ai—B=r— (2०27-78) 
या 
e,—(B/2+ r/4)=(B/2—r/4)—as 
अर्थात 


ci—dm— dm t 


जहाँ am महत्तम परास का प्रक्षेप कोण है। अतः दी हुई परास के लिये दो प्रक्षेप 
दिशाएं होती हैं, तथा ये दोनों महत्तम परास की संगत प्रक्षेप दिशा ” बरावर 


के कोण पर झुकी रहती हैं । 
5.32 नत समतल से टकराते समय वेग को दिशा 
मान लो टकराते समय 2 पर वेग क्ष तिज से 6 कोण बनाता है, तव 


_usina—g.T e T= 
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(sin a cos 8--005 a sin £) 


न्यावा >> cos a.cos 8 


=tan ०--2 (tan a—tan $) 
=2 tan B—tana 


अतः कण क्षौतिज दिशा में आघात करेगा यदि tan ०2 tan B नत समतल 
पर लम्ब दिशा में आघात का प्रतिबन्ध । 


इस स्थिति में 9=(#/2--), क्योंकि गति की दिशा नीचे की ओर देशित 
है, तथा क्षितिज से कोण (7/2) बनाती है । अतः प्रतिबन्ध होगा 


tan (B—r/2)=2 tan B—tan a 


या 
cot B=tan a—2 tan 8 


दोनों तरफ tan a को जोड़ने पर 


I+tana tan 8 


tan a+cot B= tan 8 


=2(tan a—tan 8) 


या 
i cot 852 tan (a —B) 


विकल्प विधि : 


नत समतल के अनु प्रक्षेप वेग ५ का,अवयव Š (u cos(a -४) एवं त्वरण 
g का अवयव है--&/॥ 8; समतल पर कण के आघात करने के क्षण यदि गति 


की दिशा समतल.के लम्ब रूप है, तो उस क्षण समतल के समांतर कणःका वेग 
शुन्य होगा । अतः 


३९% (०-8)-६ sin 8.T=0 
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u cos (a— $) _ p _2u sin (८-४) 
g sin 8 € cos 8 


cot 832 tan (८-४) 


उदाहरण : 


(0) सिद्ध करो कि किसी प्रक्ष प-विन्दु से जाने वाले नत समतल पर 
महत्तम परास उसी दूरी के तुल्य होता है जितनी दूरी कि. प्रक्षेप्प अपने इस 
संगत उडड यन काल में गुरुत्वीय प्रभाव में स्वतंत्रता से गिर सकता है | 
मान लो नतःसमतल क्ष तिज से 8.कोण वनाता है, तथा ८ प्रक्षेप कोण है | 
महत्तम परास के लिये हमें ज्ञात है 


2०--87/2 
या 
a=r/4+B/2 


अतः संगत उडड यन काल; 


_2॥ sin (८-8) usin / = _ 
I= gcosf gcos A 4 82) 


इस समय में स्वतंत्रापूर्वंक गिरते कण द्वारा ऊर्ध्वाघर विस्थापन 


405 sin? (a/4— B|2) 


=} gT'=8—— cos: B 

u? Í l—cos (7/2 > _u (l I—sin 8) B) 
=A cos‘B g l—sin28 
य as 
g (I+sin £)’ z 


जो कि महत्तम परास है । 

(2) एक कण को ४ वेग से प्रक्षिप्त करने पर, वह प्रक्षे प बिन्दु से जाने वाले 
तथा क्षैतिज से 8 कोण पर नत समतल पर लम्बवत. टकराता है । सिद्ध करो 
कि नत तल पर कण की परास होगी 


2u? sin 8 _ 
g IH3sin’B 


f 
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यदि कण का क्षैतिज से प्रक्षेप कोण ८ है, तब हमें ज्ञात है कि वह तल पर 
लम्बवत आधात करे इसका प्रतिबन्ध है 


tan (a—B)=} cot B 


या 
tan ८5-०० B+-2 tan B 
अतः 
sin (a—B) _ cos 8 
cos (८--8) 2⁄5in B 
या 
sin (८-४) _ cos (a—B) _ l 
cos (५-9) 2sn8 ww(l-+3sin’B) I 
पुनः 
tan a=2 tan B+cot B | 
या | 
sina _ l-+sin° 8 
cosa sin 8 cos 8: 
अर्थात 
sina CB _ l 
I+sin28 sin 8००8 ५/त-3 sin? $) 
cosa _ sing 
cosB «5/(४+3 sin? $) 
अतः परास 
_2 ४८ cosa sin (०-8) 
g cosB . cosg 
— 2 OSN ७४५ l 
g V(I +3 sin 8) (L +3 sins 8) 
2 uw) sin 8 
g. l+3 sin? 8 


(3) किसी बिन्दु O से प्रक्षेपण कोण ० से कोई कण प्रक्षिप्त किया गया 
ë ! सिद्ध करो कि कण के पथ पर दो स्थितियाँ P ऐसी होंगी, जहाँ पर वेग की 
दिशा 07 के लम्ब रूप होगी । सिद्ध करो कि ऐसी वास्तविक स्थितियों के 
अस्तित्व के लिये ८ का cos- (/3) से कम नहीं होना आवश्यक है । यह भी 
दर्शाओ कि यदि p की दो स्थितियों में op क्षितिज से कोण 0,, 0, बनाती है, 
तो t A 7 
0,+0;,=a 
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यह स्थिति वही है, जैसे कि एक 8 कोण की आनति वाले नत समतल पर कण 
का लम्बरूप आघात करना, जिसके लिये प्रतिबन्ध है 


cot B=tan a—2 tan B 
aT 
2 tan? B—tan a tan B+ l =0 (l) 
जो कि tan p Ñ द्विवाती है, अतः p की दो स्थितियों में वेग की दिशा OP 
के लम्बरूप होगी । उपरोक्त समीकरण (l) के मूल वास्तविक हों, इसका प्रति- 


बन्ध होगा-- 

tan? ८--8>0 
या 

tan’ a>8 

| अर्थात 

sec? a9 
व्युत्क्रम लेने पर 

cos? a< ]/9 
या 

cos a<]/3 
अर्थात 


०< ००५४-८१ (I/3) 


अब यदि () को संतुष्ट करने वाले दो मान 0, एवं 0: हैं 


तब व्ह 
tan 0,+tan 023 tan a 
एवं 
tan 0,.tan 8255३ 
अत: 7 
tan .0,+tan 02 g 
tan (0 + 0.)= I—tan 0, tanb, 
= aa ttan a 
; l—ł 
अत; 
० 0,+0,=a 
प्रश्‍नावली 35 


l. किसी वेग से प्रक्षिप्त हुए कण का क्षैतिज समतल पर = परास 
5000 मीटर है, उसका महत्तम TUA उस नत समतल पर ज्ञात करो 


जिसका झुकाव 45 है, 
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() जब कण समतल पर ऊपर की ओर प्रक्षिप्त किया, जाये एवं 
Gi) जब उसे नत तल पर नीचे की ओर प्रक्षिप्त किया जाये । 


सिद्ध करो कि किसी दिये हुये प्रक्षेप वेग के लिये, a आनति वाले नत 
तल पर तल से नीचे की ओर का महत्तम परास एवं तल से ऊपर की 
ओर के महत्तम परास का अनुपात होगा 


I+sin a 
l—sina 


दो कण एक साथ प्रक्षिप्त किये जाते हैं। एक तो क्षितिज से 30° के कोण 
से नत चिकने समतल पर V वेग से ऊपर की ओर; तथा दूसरा 2//,/3 
वेग से 60° के उन्नतांश कोण पर; दर्शाओ कि प्रक्षेप क्षण से 2738 
सेकन्ड पश्चात्‌ वे कण सापेक्षतया विरामावस्था (relatively at rest) में 
होंगे । 


एक कण को ५ वेग से प्रक्षिप्त करने पर, वह प्रक्षेप बिन्दु से जाने वाले 
तथा क्षैतिज से 8 कोण पर नत समतल पर लम्बवत टकराता है । सिद्ध 
करो कि () उसका उड्डयन काल है 


RR 
gV ( +3 sin p) 
एवं (ü) क्षेतिज तल से आघात बिन्दु कीः ऊंचाई है 
228 sin2g _ 
g I+3sin”B 
क्षितिज के a आनित वाले नत तल के एक बिन्दु से एक कण & वेग से 
प्रक्षिप्त किया जाता है । यदि तल पर ऊपर की ओर महत्तम परास / 


हो, तथा तल पर नीचे की ओर.महत्तम परास 7” हो तो, सिद्ध करो 
l/r+)/r' तल के झुकाव ८ से स्वतन्त्र है । 


किसी नत समतल के किसी बिन्दु से दो कण एक ही वेग से एक ही 


ऊर्ध्बाधर समतल में एक दूसरे से समकोण पर प्रक्षिप्त होते हैं । दर्शाओ 
कि उनके परासों का अन्तर अचर है । 
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प्रक्षे प्य 
5.4 qai के अन्वालोप (Envelope TEA the paths) 


कोई कण जव ४ वेग से क्षैतिज कोण ८ की आनति पर प्रक्षिप्त किया जाता 
है, तब उसके पथ का समीकरण है 


2 


2x 
207 cos: a 


() 


y=x lan a— 


० के सापेक्ष अवकलन करने पर हमें प्राप्त होगा 


5 


x? 
0=X sec? a— s sec? a , tan a 
या जी 
tu 
| tan a= — 
gx 


क में प्रतिस्था z e 
tan a के इस मान को मूल समीकरण (|) में प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त हांगा 


| गा Lagar: a "ue J 
TTT | gx) 
न्न 
E शक मार 
या 
z 207 u? y 
DT 
अर्थात्‌ 
x=—4h(y—h), 
म Us 
| Lor ह्‌ । 


अतः hag. ऊंचाई है, जितना कण u वेग से ऊर्ध्वारतः ऊपर की ओर 
ककड द “प्रवलय जिसकी 
प्रक्षेप करने पर उठेगा। यह समीकरण एक परत का योतक है, 


नाभि प्रक्षेप बिन्दु है, नाभि लम्ब 


= 2u? = åh 5 
£ 


q पथों की सावं नियता इसके शीर्ष पर स्पर्णी है । 
यों को बाह्यतः स्पर्श करता है, इसलिये प्रक्षेप 


a शीष है (0, /) तथा सभी प्र्न 
क्योंकि यह अन्वालोप संब TAT 
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बिन्दु गत किसी रेखा पर महत्तम परास इस रेखा का वह्‌ भाग होगा जो अन्वा- 
लोप द्वारा भन्तः खन्डित होगा । इस अन्वालोपी परवलय के बाहर के किसी बिन्दु 
पर प्रक्षेप कण कभी नहीं पहुंच सकेगा । 


उदाहरण के लिये यदि 8 आनति के नत तल पर महत्तम परास R ज्ञात 
करना है, तो P के निर्देशांक होंगे 
(R cos $, R sin $), 
अतः अन्वालोपी परवलय 


X?=—4h(y—h), 
agt 


में ? के ये निर्देशांक रखने पर 
R? cos? B= —4h(R sin 8—h) 


पा 
R(L—sin® B)= —4hR sin B+ 4h? 
अर्थात्‌ 
R2= R° sin? B—4hR sin B+-4h® 
=(R sin 8--2॥)2 
R sin 8—2h=--R 
se: TED x u? 
(I+sin8) g(I+sin 8) | 
उदाहरण | 


गं तथा š एक जहाज में तोपे लगी हुई हैं जिनके मुख वेग | 
V gk) हैं, दरो ST की जहाज की तोपों से ऊ चाई ñ है । यदि किले ओर | 
जहाज की तोपों की महत्तम क्षैतिज परासें क्रमशः dı एवं d, ६ < स्ड्वि करो 


a _ Mets 


dy V\(k=h) | 
मान लो £ एवं S किले एवं जहाज की स्थितियां हैं। चू कि N. 
५=2gk 
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अतः S या हसे होकर जाने वाले प्रक्षेप्यों के पयों की नियता की ऊचाई K 
होगी । उस' अन्वालोपी परवलय का समीकरण जिसकी नाभि 5 है और अक्ष 
5% एवं SY है, होगा 


F : 
= x 
a L ० 
X= —4k(y—k) : ® 
परवलय (i) जहाँ क्षैतिज रेखा 00, अर्थात्‌ 
Yh 
को काटेगा, उसका भूज ही 00” की दिशा में महत्तम परास देगा । अतः 
x=4d,=2//(k(k+ h) (ii) 


भब S से होकर जाने वाले प्रक्षेप्यों का अन्वालोपी परवलय का समीकरण भी (i) 
से दिया जायेगा, किन्तु अब अक्ष होंगी SO एवं 57”, यह अन्वालोपी FX' अर्थात्‌ 
y=h, को जहाँ कटेगा, उसके भुज से ही क्षैतिज दिशा में महत्तम परास ज्ञात 
होगी । अतः 3 $ 
x=d,=2vV (k(k—h)) (iii) 
(ü) एवं (iii) से 
d _ E +D) 
क्र ४८-७४) 
2, एक कण गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत १/(284) वेग से एक विन्दु से, gm 
समतल ऊंचाई h है, प्रक्षिप्त किया गया है। दर्शाओ कि समतल पर मह 


_ {परास प्राप्त करने के लिये प्रक्षेप कोण निम्न से दिया जायेगा 


ay 
tanib =z 
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अन्वालोपी परवलय है 
X= —4h(y—h) 


जहाँ 

=h => =a 
अतः 

x= —4a(y—a) 
एवं समतल है 

y=—h 


अतः महत्तम परास निम्न से दी जायेगी 
x°=4a(h+a) 
अतः महत्तम परास, 
R=2v/(a(h+a)) 


यदि प्रक्षेप कोण 6 है, तव कण का परवलीय पथ है 


y=x tan 0— — g TADES 
y 2 ° u? cos? 0 
इसमें 
° y=—h 
एव 


x=2V(a(h--a)) 
प्रतिस्थापित करने पर प्राप्य होगा 


—h=2 tan 0 . V(a(h+ a)) — > g sito (l+tan? 0) 


अर्थात्‌ 


(h +a) tan2 0 -2१/(८(--८) क्क 
(/(४+ 4) tan 6-५/८)१--० 
अतः 


tan fr, = Mr ) 


अर्थात्‌ महत्तम परास के संगत प्रक्षेप कोण 


७ s) 
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विविध hoga उदाहरण 


(l) एक ऊर्श्वाधर समतल वक्र के उच्चतम बिन्दु से वक्र की जीवाओं पर 


` कण नीचे को फिसलते हैं । यह बिन्दु मूल बिन्दु माना जाता sens 


8 Z! ५४) 


तज रेखा मूल रेखा मानी जाती ë । यदि जीवाओं को छोड़ने के उप- 


हुई एक क्षैत्त Ch 
Ñ तन्व्ापूर्वक गिरने दिये जायें तो सिद्ध करो कि उत्तरगामी पथों कौ 


रान्त कण स्व 


नाभियों का faga होगा 
0 


0 
r=5 (3) s£ 
जहाँ वक्र का समीकरण है 
r= (®) 


वक्र की जीवा OP को ले लें । विराम से 02 के अचु P तक फिसलने पर वही 


वेग होगा जो 0% से गिरने पर प्राप्त होगा । अतः उत्तुरगामी परवली पथ की 
नियता 0% होगी, क्योंकि P इस परवलय T< एक बिन्दु है ओर P i - 
से गिरने पर उत्पन्न होगा । अतएव जीवागें छोड़ने के वाद सभी कण 
एक ही नियता 0% होगी । इसके अतिरिक्त P पर बेग कि e z = 
अतः OP P बिन्दु पर परवलय को स्पर्श करेगीऔर परिणामतः P से है 


जाने वाली नाभि जीवा तथा P से नियता पर लम्ब PM के मध्य के कोण को 
समद्विभाजित करेगी । 

अब 2 से एक सरल रेखा PS इस प्रकार खींचें कि 
ZOPS=Z OPM 
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7. s B 


262 अवकल समीकरण एबं गति विज्ञान 


तथा PS को PM के बराबर लें । तब उत्तरगामी पथ की नाभि 5 हे । त्रिभ 
OPS एवं OPM पूर्णतया तुल्य हैं । i 


अ 


मान लो S % ध्रुवीय निर्देशांक (7, ५) हैं, तब ; 
A | 
=š Nq o | 
OS=r'=0P cos 0=r cos 0=/ (0) cos 6 (2) | 


अब () ओर (2) के बीच 6 का विलोपन करने पर | 


“== (Ü 


$= ¿MOS | 
अतः S का बिन्दुपथ होगा 


rf °) cos (2) | 
विशेष स्थिति (2) ०५४) | 


जहाँ 


मान लो वक्र a त्रिज्या का ऊर्ध्व इत्त है, तव उसका समीकरण है | 
7-2 sin 0 
M 8 O 


Ë 


A 
. अतः परवलीय पथों के नाभियो का बिन्दुपथ होगा 


है) 
r=2a sin 2 eos 5 ! 
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=a _ to 


यह एक वृत्त है जो कि दिये हुये aa को 0 पर स्पर्श करता है, तथा OC इसका 
व्यास है, जबकि OC मूल वृत्त को त्रिज्या है । 


एक कण गुरुत्व के अन्तर्गत किसी बिन्दु 4 से इस प्रकार प्रक्षिप्त किया 
जाता है कि वह एक नियत बिन्दु 3 से होकर जाये । दर्शाओ कि दिये हुये प्रक्षेप 
वेग के लिये ऐसे दो प्रक्षेप्य पथ होंगे । यदि 4 को मूल बिन्दु मानकर B के 
क्षैतिज एवं ऊर्ध्वाधर निर्देशांक >, y हों, एवं प्रक्षेप वेग ५/(28/) हो, तब सिद्ध 
करो कि B से होकर जाने वाले दोनों पथों के बीच का कोण समकोण होगा यदि 


B दीं वृत्त 
Xi 2y=2hy 


पर स्थित हो 

यदि मान लो कण को 4 से 8 तक पहुँचने में ! समय लगा, यदि प्रक्षेप 
कोण ८ हो, तब 
š x=./(2gh) cosa. t (i) 
y=/(2gh) sin a . t— > gi’ (ii) 


यदि B पर कण का वेग V है, तथा क्षैतिज से उसके झुकाव का कोण ४ है, चित्रा 
नुसार तब 


Vc os $=u cos a 


एवं न 
s V sin $=u sin a—gZ 
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जहाँ 


उपरोक्त मानों को (i) एवं (ii) में रखने पर, प्राप्त .होगा 
X=V cos ९ . z (iii) 


एवं 


u=/(2gh) | 
| 
y= (u sin a— 2 zt) t= (u sin a—gt) t + gt? | 


: ] L 
=V sing. try ge (iv) ग 
Gii) से / का मान (iv) Ñ रखने पर 

i 


y=x tan ó+ 292 (नवार g) ) र | 
या 


Ç: 2⁄2 2 - i 
tan? p+ — tang l = y=0 (५) 


इससे tan 6 के दो मूल प्राप्त होंगे, अत: 4 से प्रक्षिप्त होकर कण B से होकर 
जाये, ऐसे दो पथ होंगे। 


यदि tang, एवं tan $, उपरोक्त समीकरण के मूल हैं, तब ये दोनों पथ 
परस्पर 2 पर लम्बवत होंगे, यदि 


y 


tan ó, . tan ¢,=—]. 
किन्तु समीकरण (v) से, 
t 2 
tan क. . tan ġ,=l— 2 १» ४33 
g 
अर्थात 
V?y=gx? (vi) 
हमे ज्ञात है कि ४ वेग से प्रक्षेप करने पर परवलय के नियता की ऊँचाई, प्रक्षेप 
बिन्दुसे . g 
ळी / 
र्म सा 
अतः हे 


V°=2g(Ah =y), 
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; 


aa: (vi) से 
2(h—y)y=x° 


या 
x2+2y2=2hy 


3. क्षैतिज तल से h ऊँचाई पर स्थित एक बिन्दु 0 से एक कण 4 ऊपर की 
ओर क्षैतिज से कोण ० पर वेग से प्रक्षिप्त किया गया है । इसी बिन्दु से एक 
ण 3 उसी वेग ५ से परन्तु पहले कण की ठीक विपरीत दिशा में प्रक्षिप्त 


दूधरा क 
किया गया । सिद्ध कीजिये कि दोनों कण की क्षैतिज तल पर एक दूसरे से होगी 


प्रक्षेप बिन्दु को मूल बिन्दु तथा y अक्ष को उपरिमुखी लेने पर प्रथम कण 


के पथ का समीकरण होगा 


x? 


| z cosa ५/(॥ sin? a+ 2h) 
| 
| १२१८-१४ ७००७8८ 


इसमें भूतल पर y=—h रखने पर 
x? 
—h=x tan a—4 8 acosta 


जो कि X में द्विघाती समीकरण है, उसे हल करने पर 


>>. X, 2-2 sin a cos e L u ‘= a JQ sin? a + 2gh) 


र दूसरे कण के पथ का समीकरण होगा 


72 


इसी प्रका 


y=x tan (z ५०) mcos (फळे 
=x tan ०-४ प costa 


इसमें = -॥ रखकर, हल करने पर 
u? sin a cos € _ u ००5 ० J(u? sin? a+2gh) 
-8 


Xa = g 


į 
अत: अभीष्ट दूरी 
ह 
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= “eos ०१/(४१ sina +2gh) 


(4) एक वन्दूक से एक गोली V वेग से, क्षैतिज से # आनति पर दागी 
गई, जो कि एक विमान को g ऊचाई पर आघात करती है । विमान ,क्षौतिज 
दिशा में v गेग से बन्दूक से दूर जा रहा है । दर्शाओ कि यदि 

(27 cos 9--9) (V? sin? 0 — 2872)! --9. 7 sin 6 
हो, बंदुक को गोली विमान को तभी लगी होती यदि विमान उस स्थिति में 
स्थिर रहता जिस पर वह तब था, जव गोली दागी गई थी । 

मान लो 0 बिन्दु पर गोली विमान को आघात करती है, तब Q एवं p 
बिन्दुओं की प्रक्षेप बिन्दु 0 से ऊंचाई H होगी O से © तक पहुंचने में यादे 
£ समय लगा है, तब वह निम्न समीकरण से प्राप्त किया जायेगा । 


H=V sin 0. t—} gr? (l) 


जो कि / में द्विघाती है, मान लो इसके मुल / एवं /, हैं, जहाँ t, <८, स्पष्ट 


है कि 0 से 0 तक जाने में / समय लगा, तथा © तक जाने में // समय 
लगा । समीकरण () से 


Iss l Ç 
t= z V sin Otv: sin?0—2gH) : 


अतः 
J l 
पिळ V sin 0+ = v( V? sin? 6-2) 
तथा : 
(2 328 l 
A जल V sin 0 ~ sin?ð— 22H) 
° 2 : 
5 (2-६, 55 A VV? sing — 2H 
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प्रक्षाप्या » RN A 


जब गोली दागी गई, तब विमान P पर था; अगर वहीं स्थिर रहता, तो ५ 
समय पश्चात गोली लगती, अत: गोली ने (t) समय में PQ क्ष तिज दूरी 
तय की, तथा विमान t, समय में PQ दूरी चला । अतः 


PO=(ta—t,) V cos ४५.४ 
अर्थात 


£ V (V° sin? 0 —2gH).V cos 0 


ता sin siv (V° sin'0--2g H) ) š i 
g 


करणी वाले पदों को एक ही तरफ पक्षांतरित करने पर | 
(2 V cos 0 —v)y (V° sin°0 — 2gH=v.V sin 0 | 
l 


(5) एक ऊर्ध्वाधर सम पड भुज जिसकी भजा ८ है, अपनी एक भुजा पर 
। किसी मेज पर रखा है । एक कण इस प्रकार प्रक्षिपत किया गया है कि वह ऊपरी | 


चार शीर्षो को मात्र स्पर्श करता हुआ निकल जाय । सिद्ध करो कि मेज पर कण 


| y/ 
| की परास 0/7 है, तथा इसके उड्डयन काल का वर्ग है-284/2%/3 


| ° ण बे का पर- 
मान लो ABCDEF एक समषड मुज है, तथा कण के पथ 


वलय C, B, A, एगं F से होकर जाता है । परवलय का अक्ष रे एवं DE 
को समद्विभाजित करेगा, तथा यह स्पष्ट है कि बिन्दुं के युग्म (A, B) एवं 
(F, C) की स्थिति परवलय के अक्ष के प्रति सममित होगा । 


~ D { 7 Ah 


मात लो शीषं पर के स्पर्शी को ॐ अक्ष मान लें, तथा परवलय की d के 


नीचे की ओर 2 अक्ष मान लें । 
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268 अवकल समीकरण एवं गति | 
मान लो शीर्ष 0 की 43 से ऊपर ऊ चाई # है | 


मान लो परवलय का समीकरण ‰=4) है, जहां 4 उसका नाभिलम्ब 
तब 4 के निर्देशांक हैं (4/2, h), तथा / के Š (७, (hta sin r/3)} 


इन निर्देशांकों को समीकरण ५२-44) में प्रतिस्थापित करने पर, हमें प्राप्त 


होगा— 


a? 
= (l) 
एवं " 
4/3 
2=4a( h+ x) (2) 
_ay3 a 
d= g एवं h= = 


सतः परवलय का समीकरण होगा 


V. 
X?= xs ay 


अब 


7a 
OM=/ e° J 
ON A 


चूंकि N बिदु परवलय पर है, अतः समीकरण (3) से 


. क्षेतिज समतल पर परास, 


PN=2MN=a./7 


प्रक्षेपण बिन्दु P से उच्चतम बिन्दु 
विराम से ऊर्ध्वाधर दिशा में दरी 0 
निम्न, से दिया जायेगा-- 


$ तके जाने का समय वही होगा, जो 
M गिरने में लगेगा । अतएव यह समय / 


OM= gt? 
या 
£= 20M क 
8 8v3 
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DAs 


रक्षो प्य ban 269 
अब उड्यन काल उच्चतम बिन्दु तक जाने के समय का दुगना होगा, अतः 


-_ 28a 
उड़यन काल का वग = 
gv 3 


~ 


(6) किसी विन्दु 0 से एक ही साथ कण विभिन्न दिशाओं में समान वेग v 
से प्रक्षिप्त किये जाते हैं । सिद्ध करो कि / सेकंड वाद ये एक गोले के धरातल पर 
स्थित होंगे, जिसकी त्रिज्या Vr होगी । यह भी सिद्ध करो कि इस गोले के केन्द्र 


की नीचे की ओर वेगबृद्धि zg होगी । 


यहां प्रक्षेप बिन्दु 0 के चारों ओर कण सभी दिशाओं में चलते हैं। आकाश में 


किसी एक कण की स्थिति ज्ञात करने के लिये 0 से गति की प्रारम्भिक दिशा में . 


एक रेखा खींचे और उस पर दूरी /! नाप S | मान लो कि यह 0? है । अब P 
से एक ऊर्ध्वाधर रेखा खींचकर उस पर |J2 gi? के बरावर दूरी PQ काट लें । 
तव ! समम पर कण की स्थिति Q पर है। क्योंकि, गुरुत्व के कारण वेगवृद्धि 
नहीं हुई होती, तो / समय में कण का स्थानान्तर Vt होता, तथा यदि 0 के ठीक 
नीचे 2g दूरी पर विन्दु R हो, तो कण का गुरुत के कारण विस्थापन 
OR=/2gt2 होता, यदि कोई प्रारम्भिक वेग नहीं होता विस्थापनों के समाना- 
नन्तर चतुर्भूज के नियम से हमें कण का लब्ध विस्थापन प्राप्त हो जाता है, 
तथा उसकी अंतिम स्थिति ज्ञात हो जाती ë | अतएव । समय पर © की 2से दूरी 
Vt है । इसी प्रकार अन्य सभी कण, चाहे वे किसी दिशा में प्रक्षिप्त किये गये 
हों, t समय पर 2 से Vt दूरी पर होंगे । अतएव / समय पर वे सब उस गोले 
पर स्थित होंगे, जिसकी त्रिज्या Vr तथा केन्द्र R है । स्पष्ट है कि 2 की नीचे 
की ओर वेगवृद्धि € है । 
विविध प्रश्‍ताबली 34 


L. ग्रदि किसी ऊर्ध्वाधर वृत्त की जीवाओं पर चलकर कण उसके निम्ततम 
> > क उत्तरगामी पथों के नाभियों 
बिन्दु पर पहु चे, तो सिद्ध करों कि कणा के उत्तरगामी पथों के ना 
का बिन्दु पर एक हृदयाभ (cardioid) होगा । 


2. एक कण क्षैतिज से ० प्रक्षेप कोण पर प्रक्षिप्त किया जाता है, तथा t 
सेकण्ड पश्चात्‌ प्रक्षेपण बिन्दु से देखने पर उसका उन्नतांश कोण (angle 


AOE प्रतीत. होता है । सिद्ध करो कि कण का प्रक्षेप वेग 


था 
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gt cos 8 
2 sin (a—B) 
एक ऊर्ध्वाधर बृत्त के व्यासों के अनुकण नीचे की ओर फिसलते हैं । सिद्ध 
करो कि उत्तरगामी परवलयों की नाभियों का विन्दु पथ एक वृत्त होगा । 
एक कण को 2/०६) वेग से इस प्रकार प्रक्षिप्त किया जाता है कि वह 
उन दो दीवारों को स्पशं करता हुआ पार करता है, जिनमें से प्रत्येक की 
प्रक्षेप बिन्दुगत क्षैतिज समतल से ऊंचाई ८ है, तथा जिनकी परस्पर दूरी 
2a है । सिद्ध करो कि प्रक्षेप पय की नाभि लम्ब जीवा 2८ है, तथा एक 
दीवार से दूसरी तक जाने का समय 2%/(4/९) है । 


नत समतल के किसी बिन्दु से समतल से 45° के कोण पर प्रक्षिप्त एक कण 


समतल से लम्बवत आघार करता है । समतल की क्षंतिज से आनति 
ज्ञात करो । 


एक कण की वेगबृद्धि स्थिर तथा सदैव एक ही दिशा में है | उसके पथ 

पर की तीन स्पशियां एक त्रिभुज ABC बनाती है ; AB, BC एवं CA 

के अनु वेग क्रमशः w, u एवं 7 हैं । सिद्ध करो कि 
EOS ass 


Ww 
किसी बिन्दु से किसी प्रक्षेप कोण पर एक गोली दागी जाती है। सिद्ध 
- करो कि प्रक्षेपण बिन्दु से देखने पर गोली किसी ऊर्ध्वाधर लक्ष्य के पास 
से सम वेग द्वारा उतरती हुई प्रतीत होती है | 
एक गाड़ी के अगले एवं पिछले पहियों की fasai क्रमश: a और bp हैं, 
तथा उनके केन्द्रों के बीच की दूरी ८ है 


ë | यदि धूल का एक कण पिछले 
पहिये के उच्चतम बिन्दु से छिटक कर अगले पहिये के उच्चतम बिन्दु पर 
जाकर गिरे, तो सिद्ध करो कि गाड़ी का वेग है । 


८१--(७-_ ya 
४ क्ट) 
एक वायुयान स्थिर ऊंचाई / पर हि 
यान किसी तोप के ठीक ऊपर से 
पर, उसका उन्नतांश ८ 
वायुयान की दिशा में दाग 
तभी लग सकता है, जब 


थर वेग » से उड़ रहा है । जब वायु- 
होकर निकला हो, और तोप से देखने 
हो, उस समय यदि बेग » से कोई गोला ठीक 
[ जाय, तो सिद्ध करो कि गोला वायुयान पर 
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=, 
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2(V र a—Y) v tanta==gh 


यदि किसी परवलीय पथ में किसी क्षण नियता से नीचे प्रश्षेप्य की दूरी 
7 हो, तथा क्षैतिज वेग ५ हो, तो सिद्ध करो कि गति की दिशा परिवर्तन 
की दर होगी 
u|2y 

कणों को विरामावस्था से गुरुत्व के अन्तगंत एक नियत बिन्दु से भिन्न 
रैखिक जीवाओं के अनु एक नियत ऊर्ध्वाधर रेखा तक फिसलने दिया 
जाता है | यदि इस रेखा को छोड़ने के उपरान्त ये कण परवलीय प्रक्षेप 
षथों में चलें, तो सिद्ध करो कि इन पथों की नाभियों का बिन्दु पथ एक 
वृत्त, तथा इनके शीर्षों का बिन्दु पथ एक दीर्घ वृत्त होगा । 


एक ऊर्ध्वाधर सम षड्भुज अपनी एक भुजा पर भूमि पर खड़ा है | एक 
कण भूमि से इस प्रकार प्रक्षिप्त किया जाता है कि वह ऊपरी चार शीर्षो 
को स्पशं करता हुआ निकल जाये । सिद्ध करो कि भूमि पर पहुंचने पर 
उसका वोग एवं उसका न्यूनतम वेग का अनुपात होगा : 
3l: v3 

एक तोप एक नत समतल पर रखी है । यदि समतल पर ऊपर और नीचे 
की दिशा में महत्व परास क्रमशः R, एव R, हों ओर क्षैतिज समतल 
पर महत्तम परास 2 हों तो सिद्ध करो कि 


I 
ह 
एक ही प्रकार की दो तोपों की महत्तम क्षैतिज परास R है । एक तोप 
किसी दुगं के ऊपर लगी हुई है, जिसकी समुद्र तल से ऊंचाई # है, तथा 
दुसरी किसी जहाज पर। सिद्ध करो कि दुर्ग से अधिकतम दूरी जहाँ 
जहाज को गोला लग सकता है RA होगी, किन्तु वह -अधिकतम दूरी 
जहाँ से जहाज दुर्ग को गोला मार सकता है R—h होगी । 


aada, यदि प्रत्येक तोप के गोलों का प्रक्षेप वोग 4(/2(gk) हो तो सिद्ध 


करो कि 87 क्षेत्रफल का एक बलयाकार क्षेत्र (annular region) ऐसा होगा 


जिसमें 


से बाहर नहीं होगा । 


दुगं तो जहाज की मार से बाहर होगा, किन्तु जहाज दुर्ग की तोप की मार 
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l5, 


l6. 


l7. 


l8. 


l9. 


20. 


अवकल समीकरण एव' | ति f 
कु 
fasat y A SETTIR पहाडी की चोटी से ए गोली V (eh) 
वेग से मारी जाती है। सिद्ध करो कि महत्तम दूरी पर स्थित वे सव 
बिन्दु, जहाँ तक यह गोली पहुँच सकती है, प्रक्षेप बिन्दु से रेखीय दूरी 
y—/((°—4yh)) पर स्थित होंगे । 


ज्ञाने 


यदि किसी आनत समतल पर महत्तम परास 2 हो, तथा इसके लिशे 
समय T लगता हो, तो सिद्ध करो कि 


R=I/2 gT? 


एक कण ५ वेग से क्षितिज से ८ आनति पर प्रक्षिप्त किया जाता है I 


f u? sin? x A 
सिद्ध करो कि, ग्रदि h< (जु ) , तो कण पहली बार # ऊंचाई 


पर होने के gyu? sin?a—2gh) समय बाद पुनः उसी ऊंचाई पर 
होगा । 


एक तोप ४ प्रक्षेप वेंग से गोला दागती हे । सिद्ध करो कि ॥ ऊंचाई पर 
उडते हुए किसी वायुमान की अधिकतम क्षेतिज दुरी, जिस पर गोला 
लग सकता हे । (u/g) (u2—2ghyu2 होगी । यह भी सिद्ध करो कि तव 
तोप का उन्नतांश होगा । 


u 


tande 
"Vo 


यदि प्रक्षेप विन्दु से प्रक्षिप्त होने के 7 समय पश्चात्‌ कण उस आनत तल 
पर आघात करे जो प्रक्षेप बिन्दु से होकर जाता है, तो सिद्ध करो कि ! 
समय पर प्रक्षेप्य की नत समतल के ऊपर ऊर्ध्वाधर ऊंचाई होगी । 


l/2 gt (T—t) 

एक पत्थर इस प्रकार प्रक्षिप्त किया गया है क्रि वह एक पेड़ की चोटी पर 
बैठे पक्षी को मारने के पश्चात्‌ पेड़ की ऊंचाई से दुगुती ऊंचाई तक 
ऊपर पहुँचेगा । यदि पत्थर के प्रक्षेपण के क्षण पर पक्षी क्षैतिज दिशा में 

उड़कर दुर जाने लगे, तो दर्शाओ कि इसके वावजुद भी पत्थर पक्षी पर 

आघात करेगा यदि उसके वेग एवं पश्नी के वेग का अनुपात है । 


V2+I:2 
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22. 


23. 


24. 


25 


७४ 2 73 


बन्दूक दागी जाती है; तथा गोली के 
जबकि प्लेटफामं y वेग से गतिमान 
सिद्ध करो कि बन्दूक का उन्नतांश है 


tan-! Í z T | 


परास R एवं & प्राप्त किये जाते š 
है क्रमशः आगे को एवं पीछे को । 


एक प्रक्षेप्य u वेग से एक आनत तल पर प्रक्षिप्त किया जाता है | जव 
तल पर ऊपर की ओर परास महत्तम है, तब प्रक्षेप्य 7, वेग से तल पर 
आघात करता है, एवं जब नीचे की ओर परास महत्तम है, तब प्रक्षेप्य 
72 वेग से तल पर आघात करता है ; सिद्ध करो कि ४ वेग v 


एवं v, का 
मध्यानुपाती (mean proportional) है । À 


दो आनत तल क्षितिज के एक सा कोण ७ बनाते हैं, तथा दोनों का शीर्ष 
लम्ब (altitude) 4 है वे एक दूसरे से मिलकर एक क्षैतिज तल पर रखे 
हैं । एक तल के अनु उसके आधार पर से इस तल तथा क्षेतिज तल की 
कटान रेखा से कोण 8 बनाते हुए एक गेंद प्रक्षिप्त की जाती है । चोटी 
के ऊपर उड़ने के उपरान्त वह दूसरे तल के आधार पर गिरती है । 
सिद्ध करो कि प्रक्षेपण वेग है l 


l/2W/gh. cosec 8. V ((8+cosec? a)) 

a कोण पर नत एक तल के किसी विन्दु 0 से नियत वेग से कण प्रक्षिप्त 
किया जाता है। सिद्ध करो कि वह क्षेत्रफल जो कण की परास के 

अन्तरगत आयेगा एक Aia से परिबद्ध है, जिसकी नाभि 0 है, उत्केन्द्रता 
Sin a है, तथा अर्ध-नाभिलम्व जीवा की लम्वाई उस ऊंचाई की दुगुनी है, 
जिससे गिरने पर प्रक्षेप वेग उत्पन्न होगा । 
एक क्षैतिज तल पर स्थित तोप से गोला वेग ५/((28/7)) से दागा जा 
सकता है। तोप क] उन्नतांश a से अधिक नहीं हो सकता, जहाँ a< 7/4 
और ऊंचाई # की दीवार के ऊपर से गोला प्रक्षिप्त होना है । सिद्ध करो 
कि यह तभो संभव होगा जबकि A<H sin? a ; तथा सिद्ध करो कि 
यदि यह प्रतिबन्ध संतुष्ट हो, तो तोप तल की एक पट्टी के भीतर से 
दागी जानी चाहिये, जिसकी चौड़ाई है । 


4 cos a /((H(E sin? a —h)) 
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अध्याय 0 


संघात 
(Impact) 


परिभाषा 


Í 


6 . दो पिड समक्ष संघात (Direct Impact) | 


करते हुए कहे जाते हैं यदि प्रत्येक की गति की दिशा उनके स्पर्श बिन्दु पर | 
सावे अभिलम्ब (common normal) के agta हो । यदि किसी एक की या | 
दोनों की गति की दिशा सार्न भभिलम्ब के अनु न हो तो वे तियंक संघात 
(oblique impact) करते हुए कहे जाते हैं । सार्व अभिलम्ब को संघात रेखा | 
(line of impact) कहते हैं । | 


| 
6.l] संपोडन एवं प्रत्यानयन (Compression and Restitution) | 
Ñ ` ` TT 7 | 

दो पिंडों के संघात का अंतराल, जबकि दोनों पिड परस्पर स्पर्श करते रहते | 

हैं, दो भागों में विभक्त किया जा सकता है— | 


i (i) संपीडन काल-जबकि प्रत्येक पिंड दूसरे को दबाता है (><) तथा 
पिडो के गुरुत्व केन्द्रों के मध्य की दूरी घटती चली जाती है; जब ये दूरी त्यूनतम 
होती है, तब संपीडन अधिकतम होता है | 


— 
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(ii) Semema | काल--में प्रत्येक पिंड फैलकर अपने मूल आकार को प्राप्त 
करने की चेष्टा करता है, अत: एक दूसरे को बाहर की ओर (e>) दबाते हैं | 


अधिकतम संपीडन के क्षण पर दोनों पिडों के मध्य दूरी न्युनतम होती है 
अतः उसके परिवतंन की दर शून्य होती है । परिणामत: सार्वं अभिलंब के = 
fast का सापेक्ष वेग शुन्य होता है । अत: अधिकतम संपीडन के क्षण पर सावं 
अभिलम्ब की दिशा में दोनों पिंडों के वेगों के वियोजित भवयव वराबर 
होते हैं । 


संधात के क्षणों में प्रत्येक fs दूसरे पर आवेगी क्रिया (Impulsive 
action) उत्पन्न करता है । गति के तृतीय नियम के अनुसार ये बल क्रिया एवं 
प्रतिक्रिया के रूप होते हैं, अत: किसी भी क्षण बरावर एवं विपरीत होते हैं। 


मान लो दोनों पिडों के द्रव्यमान m एवं #' हैं, संघात के पहिले दोनों 
केन्दों को जोड़ने वाली रेखा की दिशा में वेग ४ एगं ४ हैं, तया उसी दिशा में 
संघात के पश्चात्‌ वेग हैं » एगं y’, अधिकतम संपीडन के क्षण पर मान लो 
उनका उभयनिष्ठ वेग ५ है | 


RLA 
EERU —- 
— “ 


यदि m पर संपीडन का आवेग / हो, तब m पर आवेग —I होणा तथा 
हमें प्राप्त होगा-- 
—I=m के संवेग में परिवर्तत--##(०-४0 (l) 
+I=m' के संवेग में qfeada—=m'(U—u') 


I T 7 (2) 
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अधिकतम संपीडन के क्षण के पश्चात्‌ प्रत्यानयन का अंतराल प्रारम्भ होता 
है । यदि प्रत्यानयन का आवेग T हो, तब, 


-=m के संवेग में परिवर्तन =/(१- U) ) 
ड ? (3) 
+I'=m' के संवेग में परिवर्तन ='('- u) J 
T'mkIm =v'— V (4) 
(2) और (4) से हमें प्राप्त होगा- 
p= KO) 


u— u 


(i) पायसां का सिद्धांत (Poisson’s Hypothesis) 
दो प्रत्यास्थ पिडों के मध्य प्रत्यानयने काल में उत्पन्न पारस्परिक क्रिया तथा 


संपीडन काल की क्रिया में एक निश्चित अनुपात होता है, चाहे उनके वेग कुछ 
भी हों । इस अनुपात को e से दशति हैं । 
(ii) न्यूटन का प्रयोगात्मक नियम (Newton's Experimental Law) 

दो प्रत्यास्थ पिडों का संघात के पश्चात्‌ सातं अभिलम्ब की दिशा में सापेक्ष 
वोग, संघात के पूर्व उनके सापेक्ष वेग से अचर अनुपात में होता है एवं उसकी 
दिशा विपरीत होती है । 

यदि हम (i) को स्वीकार करते हैं, अर्थात्‌ /'/7=अचर=०, तब (5) š 
हमें प्राप्त होगा-- 

४-४ —e(u—u') 


v—v’ 


या यदि हम (ii) स्वीकार करते हैं, कि 2-2, e, तव हमें प्राप्त होता ई 


I'=e] 


अचर अनुपात € प्रत्यास्थता या प्रत्याननन गुणांक (Coefficient of elasti- 


city or restitution) Š । यह केवल इस पर निर्भर करता है कि पिंड किं 
पदार्थ के बने हैं, उनके द्रव्यमान या संघात के पहिले के उनके वेग से यह सवतत 
होता है । ८ का मान भिन्न पदार्थ के लिये भिन्त होता है, 0<०<!; यदि ४८0 
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हो, तो पिंडों को अप्रत्यास्थ कहते हैं एवं यदि e=], तब उसे पूर्णतया प्रत्यास्थ 
कहते हैं । 
6.॥2 दो चिकने गोलों का समक्ष संघात 
पिछले अनुच्छेद के संकेतनों को मानते हुए 

W —v= —e(t u) - (]) 
रैखिक संगेग के संरक्षण के सिद्धान्त से हमें प्राप्त होगा-- 

mv m'y'=mu+m'u (2) 
(l) एवं (2) हल करने पर हमें प्राप्त हो गा-- 


mu+m'u' —em'(u—u') 


V , 
m-+m 
एवं 
yi -+m'u'--em(u—¿) 
nE mm’ 
उपप्रमेय : जव m=m एवं e=] तव ५=८' एवं =u अतः दो तुल्य 


और पूर्णतः प्रत्यास्थ गोलों के गगक्ष संघात के पश्चात्‌ उनके बेग परस्पर बदल 
जाते हैं । 
6.2 दो चिकने गोलों का fada संघात 


मान लो गोलों के द्रव्यमान m और #' हैं, तथा संघात के पूर्व उनके वेग 
५ एनं ४/'हैं जो कि संघात रेखा से एक ही दिशा में नापने पर क्रमशः ८ एवं 
B कोणों पर झुके हैं । 


sss cosa — u'cosB 
ushi SNES RE i के Sinf 


ES ८८०५० 
Vsing 
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मान लो संघात के पश्चात्‌ उनके वेग / एवं »” हैं जो कि संघात रेखा से एक 
ही दिशा में नापने पर क्रमशः 6 एवं 6' कोणों पर भुके हुए हैं । जैसा कि चित्र 
में दिखाया गया है संघात के पूर्ग गोलों के वेगों के भवयव00' दिशा में एवं उसके 
लम्बानुरेख क्रमशः u cos a, U’ cos B, एवं u sin 6 ४/ ७0 8 हैं। संघात के 
उपरांत यही अवयव क्रमशः y cos #, v' cos $ एवं ५ sin 0, ४ sin $ हैं। 
क्योंकि गोले चिकने है, इसलिये उनके स्पशं बिन्दु पर कोई स्पर्शीय बल 
नहीं होगा, परिणामतः गोलों के वेगों के संघात रेखा के लम्बानुरेख वियोजित 
अवयवों में कोई परिवतेन नहीं होगा- इससे हमें दो समीकरण प्राप्त होते हैं- 
u sin a=» sin 0 ()) 
u' sin =v’ sin $ (2) 
चूंकि दोनों गोलों के संघात के क्षणों में उत्पन्न आवेगी क्रियाएं, केल 
रेखा 00' की दिशा में बराबर एगं विपरीत होगी, अतः दोनों गोलों को सम्मि- 
लित रूप से देखने पर इस दिशा में उन पर कोई आवेग नहीं होगा । अतएव 
00' दिशा में उनका सम्मिलित संगेग संघात से अपरिवर्तित रहता है, अर्थात 
द्र रेखा OO” की दिशा में संवेग संरक्षण के सिद्धांत से हमें प्राप्त हो गा-- 
mu cos a+m'ù' cos 8=mv cos 6--॥77" cos $ (3) 
केन्द्र रेखा के अनु सापेक्ष बेगों के लिये न्यूटन के प्रयोगात्मक नियम के द्वारा हमें 
प्राप्त होगा-- 
— (u cos a—u' cos B)=v cos 0 —v' cos 0 (4) 


चार अज्ञात राशियों ५, v, # एगं $ को ज्ञात करने के लिये उपरोक्त चार 
समीकरण (l), (2), (3) एवं (4) पर्याप्त हैं । 
(4) को m से गुणा करके, उसे (3) से जोड़ने पर हमें प्रास होगा-- 


7 ९05 ag = (m—em') u cos a+-m'(l + e) u' cos 8 (9) 
(m--m') 
अब (4) को m से गुणा करके, उसे (3) से घटाने पर हमें प्रौ्त होगा-- 
v’ cos 4- (l +e) u cos a+(m?—em)u' 0०5४ (6) 
(m+m') 
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(5) से विभाजित करने पर tan प्राप्त होगा । इसी प्रकार (2) और (6) से 
y”? Tot tan $ प्राप्त हो जायेगा । 


विशेष स्थितियाँ (Particular cases) 
(i) यदि ॥'=0, तब (2) से y'sin ġ=0 | 
अत: $= 0) चूंकि 73६0 | 
यदि गोला m विरामावस्था में है, तब वह संघात के पश्चात केन्द्र रेखा के अनु 
गतिशील होगा । , | 
(ü) यदि # =, ८८, हम प्राप्त होता है (5) एवं (6) से 
v cos 855४ cos 8 
एवं 
v’ cos (5-४४ COS a 
उपसिद्धान्त : जब दो तुल्य एवं पूर्णतः प्रत्यास्य गोले संघात करते हैं, तो | 
केन्द्र रेखा के अनुरेख वियोजित उनके वेग परस्पर बदल जाते हं i 
Gii) यदि दो तुल्य एनं पूर्णतः प्रत्यास्थ गेले लम्ब रूप दिशाओं में संघात | 
करते हैं, तव संघात के बाद भी वे लम्बहूप दिशाओं में गतिमान होंगे । i 


उपपत्ति : हम निम्न समीकरणों का उपयोग करेंगे- 


V sin 0=u sin a (!) 
y sin ġ=u" sin B (2) 
चूंकि m=m', तथा e=l, अतः हमने प्राप्त किया है 
y cos 0=u' cos B ' (7) 
(8) 


p’ cos $=u cos a 


अत: (l) और (2) के गुणनफल š (7) और (8) 
पर प्राप्त होगा- 


के गुजनफल का भाग देते 


. 7 , . 
J sin 0 v’ sin $ usina ४ Sin 8 
0 Rs 
y cos hv cos ó “u cos 8.८ cos a 


अर्थात म 
tan @.tan $=tan ८.१0 B 
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यदि संधात के पहिले पिन्ड लम्बरूप दिशाओं में गतिमान है, 


तब Š 
tan a. tan B= — l=tan 80 tan ९ 


अतः संघात के उपरान्त भी उनकी दिशायें परस्पर समकोण पर झुकी रहेंगी । 


उदाहरण (I) m द्रव्यमान की एक गेंद किसी दूसरी m द्रव्यमान की गेंद पर, | 
जो विरामावस्था में है, संधात करती है । यदि m=em हो तो सिद्ध करो कि | 
गोंदे एक दूसरे के लम्बंरूप दिशाओं में गतिमान होंगी । 
पिछले अनुच्छेद के (2) से हमें ज्ञात है कि | 
v’ sin $= sin 8 
यदि ॥'=0, तब sin कू, अर्थात ==0 
अतः संघात के पश्चात दूसरी गेंद केन्द्र रेखा के अनु गतिमान होगी । अब 
केन्द्र रेखा के अनु संगेग के संरक्षण सिद्धान्त से हमें प्राप्त होगा-- ; 
mv cos 8 +m'y'= nu cos a, 
चूकि 
$=0, w=0 
इसी दिशा में न्युटन के सिद्धांत से प्राप्त होगा 


v cos 0Ü—v'—= -- ८४४ ०05 a 
अतः 


v= cos 6--९॥ cosa - 
५ के मान को उपरोक्त समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होगा-- 


mv cos+m'(y cos 0--eu cos a)=mu cos a | 


अर्थात 
चूकि (m+ m') v cos 6--९॥१॥ cos a= mu cos a | 
m= em', | 
अतः | 
(mm!) y cos 6=0 [ 
अतएव 
0=7/2 


अतः निष्कर्ष निकला कि दोनों गेंदे एक दूसरे के लम्बरूप गतिमान होंगी । 
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(2) द्रव्यमान का एक चिकना गोला ४ वेग से, द्रव्यमान के एक गोले 
से, जो विरामावस्था में है, तिर्यक संघात करता है। पहले गोले के आरम्भिक 
दिशा संघात के समय केन्द्र रेखा मे कोण 0 बनाती है । सिद्ध करो कि  द्रव्य- 
मान का गोला संघात के पश्चात एक समकोण से विललित हो जायेगा, यदि 


op eM—m 
tan” = 
M +m 


मान लो कि # एवं M द्रव्यमान के गोलो के संघात के बाद वेग y, एवं v, 
हैं, w, केन्द्र रेखा से Ó कोण पर झुकी है एवं ५, केन्द्र रेखा के अनु हे ! 


m का समीकरण केन्द्र रेखा के लम्वरूप दिशा में होगा-- 
V sin p=u sin 0 r (l) 


केन्द्र रेखा की दिशा में संवेग के संरक्षण सिद्धान्त से प्राप्त होगा-- 


my, cos $+Mv,;=mu cos 8 (2) 
न्यूटन के नियम से प्राप्त होगा 
v; ccs $—vs= eu cos 0 (3) 
यदि 
$—0=90, 
अर्थात 
$=0+90 
त्र 
cos $=cos (8+90)= —sin 0 
तथा 
sin ġ=sin (6--20) 3९०५ 6 - 
अत: (!) से 
2 v, cos 0=u sin 0 (4) 
(2) से न्य 
—mv, sin 0 +Mv,=mu cos 0 (5) 
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तथा (3) से 
7४२०८४ cos #—Y, sin 0 


भब v, का मान (5) में रखते पर 
mu cos #= —mv, sin ó +M(eu cos 0—v, sin 0) 
=Meu cos 0—(M--m) v, sin 0 
अत: (4) से v, का मान रखने पर 


u sin? 0 n! 
(M+m)=—s sa (eM--m) u cos 0 


अत: 
eM—m 


१00.) 
BORA 


(3) तीन गोले जिनके द्रव्यमान क्रमश: m, m एवं M हैं एक ही सरल 
रेखा में. स्थिर हैं । अन्तिम दोनों: गोले स्थिर हैं, तथा प्रथम उसी सरल रेखा में 
वेग ५ से चलकर दूसरे से संघात करता है, जो कि बाद में तीसरे से। संघात के 
पश्चात तृतीय गोले का वेग ज्ञात करो । 


यदि प्रथम एवं तृतीय गोलों के द्रव्यमान ज्ञात हों, तो सिद्ध करो कि तृतीय 
. ~ ° c$ द्वितीय 
गोले का संघात के उपरान्त वेग अधिकतम उसी स्थिति में होगा जबकि द्वितीय 
गोले का द्रव्यमान शेष दोनों के द्रव्यमानों का मध्य गनुपाती हो, तथा तब वेग 
होगा-- 


(Le) mu 
(Vm+/ M) 
पहले m और m' का संघात होगा; मात लो कि संघात के पश्चात उनके 
वेग » तथा ॥/ Š, तब 
संवेग संरक्षण से 
my--m'y'=mu 


तथा न्यूटन के नियम से 


v—v’‘=—eu 
अतः 
M'y' i m(v’ —eu)=mu 
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संघात 
अर्थात 
va . I--e) 
m+m' 


इसी प्रकार m' एवं M के संघात के पश्चात यदि M का बेग V है तब 


अतः 
] 2 
V= ज (A) 
( l+ ET J +M) 


चूँकि m तथा M दिये हैं, ” का मान महत्तम होगा जबकि 
mn , ; : mM न्मूनत 
( l +) (m'+M)=m +m न का न्यनतम 
=n") 
f(m) का अवकलन M के सापेक्ष करके अवकल गुणांक को शून्य के बरावर 
करने पर हमें प्राप्त होगा 


000१ - ट्री 0, अर्थात m= (mM) 


अतः m का मान V के मान (A) में ब्रतिस्थापित करने पर 
y= mu(l +e) 
 (Vm+/M)* 

(4) ८ ल्रिज्या की दो बराबर गेंदे एक दूसरे को स्प करती हुईं रखी 
हैं। त्रिज्या c की तीसरी गेंद इनके सावं स्पर्शी के अनुरेख आकर इन दोनों से 
एक साय टकराती है । यदि सब गेंदें एक ही पदाथं की बनी हों तथा प्रत्यास्वता 
गुणांक ८ हो, तो संघात के उपरांत उनके वेग ज्ञात करो; तथा सिद्ध करो कि 
टकराने बाली गेंद विरामावस्था पर आ जायेगी यदि, 

RCO 
~ ८ग8०--०) 
मान लो तीसरी गेंद वेग ८ से संघात करती है । चित्र की सममिति से यह्‌ स्पष्ट 
है कि संघात के बाद बराबर गेंदें वराबर वेग ५' से केन्द्र रेखा 030, एवं 0804 


2e 
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की दिशा में गतिमान होंगी; क्योंकि यदि उनके वेग भिन्न है, मान लो १ एवं 
us, तब संघात के बाद 0,0, दिशा में संवेग होगा 


mu, sin 0—mv, sin 0 


जो कि शून्य होना चाहिये, चू कि संघात के पहिले इस दिशा में संवेग शून्य था । 
अत; v= होना चाहिए, इस वेग को चित्र में »' से दर्शाया है । अब वेग ४ 
की दिशा में संवेग संरक्षण के सिद्धान्त से प्राप्त होगा— 


` Mu=2mv' cos 9, 
जहाँ 
a 


sin 0 = व 


इससे v प्राप्त हो जाता है | इसी दिशा में न्यूटन के नियम से प्राप्त होगा-- 
7 cos 8-॥/- eu cos 8 
इससे । प्राप्त हो जाता है। यदि v=0, तब 


79/--८७ cos 0 
अत: ; 
Mu=2m eu ९0928 
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चूंकि तीनों गेंदें एक ही -7 की वनी हैं, अंत: 


M/m=csja ` 
अर्थात 


3 2 
०००२९ a| !— ara? |, ००४ o 


ae 
का मान रखने पर । 
अतः 


०-१ c?--2ac 
; [a +e)? ] 


_ cae)? z Z 
aš (2a-+c) ° 
यही सिद्ध करना था । 

(5) दो चिकनी गेंदे, जिनका प्रत्यास्थता, गुणांक e है, दो समानान्तर 
रेखाओं के अनु एक दुसरे की ओर अग्रसर होते हैं । इनके संवेग समान, पर 
विपरीत दिशाओं में है । सिद्ध करो कि तियंक संघात के उपरान्त भी ये गोले 
समान्तर रेखाओं पर समान संवेग रो गतिमान होंगे । 

यदि संघात के पहिले वे केंद्र रेखा से ० कोण की आनति पर गतिमान थे, तो 
सिद्ध करो कि संघात के उपरांत प्रत्येक की दिशा एक समकोण से घूम जायेगी 


यदि, 


a=tan-iy/e 


गेंदों के द्रव्यमान m, m हैं । मान लो संघात के पहले उनके बेग ५ तथा ४/ हैं, 
उनकी दिशाएँ समान्तर एवं विपरीत हैं, जो कि केन्द्र रेखा 00' से कोण a पर 
झुकी हैं । मान लो संघात के उपरांत उनके वेग ५, ५, हैं, उनको दिशाएँ z रेखा 
से 9 एवं $ कोण पर झुकी हैं । तब हमें निम्न चार समीकरण प्राप्त होते हँ-- 
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u sin a=v sin 0 
u' sin a=y' sin $ 
mu cos a —m'u' cos a=m'y' cos $=myv cos 0 


तथा 
y' cos $--v cos 0=e(u cos a+u' cos a) 


दिया है mu=m'u', अतः (3) से 


7077 cos $=myv cos 0 


अतः 
y cos 6! m u_Y sin 0 
W cos m wu vsing 
(l) और (2) से 
अर्थात्‌ 


tan 0=tan $ या ¢=0 
अतः संघात के उपरान्त गेंदें समान्तर दिशाओं में गतिमान होती हैं। 


अत्तः 
m'y'=my 


अर्थात संघात के पश्चात उनके संवेग के बराबर Š । 
अब (4) में v' एवं ५' का मान रखने पर 
गा 
y (z रन ) cos #=eu ना ) cos a 
aaia 


॥ cos =eu cos a 


अतः (2) में ($) से भाग देने पर प्राप्त होगा-- 


tan ¢= = tana 
e 


यदि गेंदों की दिशायें संघात के बाद एक समकोण से घूम जाती है, तब 


0= र्ग 2— a, 
अतः 


tan (m/2—a)=cot a= L tan a 
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(l) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


tan 2 a=e, 


a=tan-! ५/८ 


(6) द्रव्यमान m तथा m के दो चिकने गोले परस्पर लम्ब दिशाओं में 
| तथा ४ से गतिमान होते हुए संघात करते हैं । यदि u की दिशा केन्द्र रेखा 
से कोण ० बनाती हो, तथा संघात के उपरान्त भी गोलों की गति परस्पर लम्ब 
दिशाओं में हो, तो सिद्ध करो 


Er mš°u cos am’ u sin a 
mm’ (u cos au’ sin a) 


मान लो ४ की OX सें आनति ag, तथा ४ की 04 से #/2-८ तथा 
संघात के उपरान्त उनके बंग ५ और w हैं जिनकी आनतियाँ 0% एवं ०2” से 
क्रमशः B एवं #/2--8 हैं क्योंकि हमें दिया गया है कि ५ एवं ४/ तथा एवं v 
परस्पर लम्बरूप हैं । 
संघात से 00 के लम्बरूप दिशा में वेगों के अवयवों में कोई परित्रतँन नहीं 
होगा, अतः 
u sin a= sin B (l) 
एवं 
u' cos a=v' cos 8 (2) 


अब न्यूटन के संवात के नियम से 


e(u' sin a+u cos a)=v' sin 8-77 cos B (3) 
तथा रैखिक संबेगों के संरक्षण के सिद्धान्त से हमें प्राप्त होगा 
m'y’ sin B—ms cos B=mu cos a— m'u’ sin a (4) 


(l) और (2) से y एवं v! के मान (4) में प्रतिस्यापन करने पर, हमें प्राप्त होगा 
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m'u' cos a tan B—mu sin a cot B=mu cos a —m'u' sin a 


अर्थात्‌ 


` m'u'(cos a, tan 8 +sin a)=mu(cos a+ sin a eot 8) 


mu 
c i 
ian 8 (cos a . tan B+sin a) 
अतः 
mu 
tan B= FAEN (5) 
(l), (2) और (5) से »,.” और tang क माल (3) में प्रतिस्थापन करने पर 
mu m'u’ 
S = S — ॥ —— 
e(u' sin a +u cos a)=U cos a =E +sin a r } 


m°u COS a+ m'*u sin a 
CET पकट L Ç 
mm' 


_ miu COS amu’ sin a 

 mm'(u cos a +u sin a) 
(7) m द्रव्यमान की एक चिकनी गोल गेंद किसी हल्की अवितान्य डोरी 
द्वारा किसी बिन्दु से बंधी है । एक दूसरी गोल गेंद, जिसका द्रव्यमान 7 है 


इससे समक्ष संघात करती है | दूसरी गेंद का घेग ४ है, तथा इसकी दिशा डोरी ते 
वूनकोण बनाती है । सिद्ध करो कि जिस वेग से m गति प्रारम्भ करेगा वह होगा! 


mM sine (le) 
ES 
mm’ sin! a, 


i 
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मान लो m गेंद v वेग से गतिमान होती है, यह स्पष्ट है कि उसकी दिशा डोरी 
के लम्बरूप ही सम्भव है । मान m गेंद संघात के पश्चात 00' दिशा में y' गेग 
से वापिस लोटती है । डोरी के लम्ब रूप में दिशा में कोई बाह्य बल न होने से, 
इस दिशा में संवेग संरक्षण से प्राप्त होगा 


m'u sin a=my—m'v sin a (i) 


तथा 00 दिशा में न्यूटन के सिद्धान्त से प्राप्त होगा 


भत; 


70. 


y +y sin a=eu (ii) 


(ii) से /' का मान (i) Ñ प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त होगा 


m'u sin a=my—m' sin a (९४-४१ sin a) 
=my—m’ sin a . eu--m’y. sin? a 


m'u , sin a (I +-e)=v(m+m' sin? a) 


om sina. (I+ e)u 
 m+m' sin: a 


प्रश्‍नावली 25 


कोई गोला तत्य द्रव्यमान वाले किसी विश्रान्त गोले से समक्ष संघात करता 
है, यदि प्रत्यानयन गुणांक € हो, तो दर्शाओ कि संघात के पश्चात्‌ उनके 
बेग l—e:l+e अनुपात होंगे । 


5 गेंदें एक सरल रेखा में विश्रामावस्था में स्थित हैं । उनके द्रव्यमान 
एक गुणोत्तर श्रेणी में हैं, जिसका अनुपात 2 है और उनके गा 
गुणांक 2/3 हैं । मदि पहली गेंद दूसरी की ओर ५ नेग goa दी जाये, 
तो सिद्ध करो कि पांचवी गेंद में (5/8)4 u वेग संचारित हो जायेगा । 

न š 
तीन गोले, जिनके द्रव्यमान क्रमशः 2 पौंड, 6 पौंड और l2 पौंड हैं, 


और जिनके वेग क्रमशः l2, 4 और 2 फुट प्रति सेकन्ड हैं g हो 
= एः 
रेखा में उपयुक्त क्रम में गतिमान हैं । यदि प्रत्याटयन गुणा) 


तो दर्शाओ कि पहले दो गोले, होने वाले संघट्टों द्वारा विरामावस्था में 
कर दिये जायेंगे । 
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ll. एक गेंद एक दूसरी तुल्य गेंद से जो समान वेग से पहली के 
दिशा में गतिशील है, टकराती है । संघात के क्षमय दोनों गेंदों के के 
को मिलाने वाली रेखा दूसरी गेंद की गति की दिशा के लम्बवत्‌ है, यदि 


प्रत्यास्थता गुणांक ८ हो, तो सिद्ध करिये कि दूसरी गेंद की गति की 
दिशा 


I+e 
जय 
tan => 


कोण से घूम जायेगी । 


l2. त्रिज्या y के दो तुल्य चिकने गोले एक ही चाल से दो समानान्तर रेखाओं 
पर विपरीत दिशाओं में गतिमान हैं, रेखाओं के बीच की दूरी ८ है । | 
सिद्ध करो कि संघात के बाद प्रत्येक गोले की गति की दिशा एक समकोण 
से घूम जायेगी यदि, | 

-“(I+e)=4ey? 

जहाँ € प्रत्यानयन गुणांक हैं | 

l3. दो तुल्य गोले, जिनका प्रत्यानयन गुणांक e है, आपस में संघात करते हैं। | 
संघात के पूर्व सार्व अभिलम्ब के अनु उनके वेग ५,, ५; हैं, तथा af- | 
लम्ब के लम्बानुरेख वेग ५, ५, हैं । यदि संघात के उपरान्त गोले परस्पर 
लम्ब दिशाओं में गतिमान हों, तो सिद्ध करो 


2 | 


2 
(ui Fv) 4४४४, = (= =v; ) 
ग 


l4. तीन समान गोले किसी मेज पर एक ही सरल रेखा में दूर-दूर स्थित हैं। | 

इनमें से एक गोला अन्य दोनों की ओर, जो विरामावस्था में है, किसी | 

वेग से गतिमान होता है। यदि प्रत्यानयन गुणांक 3 हो, तो ज्ञात करो | 

कि कुल कितने संघात होंगे । सिद्ध करो क्रि अनन्तः गोलों के वेगों का 

अनुपात होगा Š š 
l3:5:36 


75. एक चिकनी गेंद अपने तुल्य एक दुसरी गेंद से संघात करती है, जो स्थिर 


है । संघात के क्षण पर पहली गेंद की दिशा केन्द्र रेखा से कोण a बनाती, 
Š । यदि प्रत्यायन गुणांक e हो, तो सिद्ध करो कि संघात करने वाती | 
गेंद की दिशा के विचलित होने का कोण होगा | | 


| 
| 
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संघात 29] 


nde) tan a | 


ta aE | 
(l—e) 2tan? a i 


]6. दो बराबर कंचे 4 एवं B एक चिकनी गोल खांच (groove) के व्यास के 
सिरों पर स्थित हैं। 4 को खांच के अनु प्रक्षिप्त किया गया और वह " 
t सेकन्ड पश्चात्‌ B से संघात करती Š । दर्शाओ कि उनका दूसरा संघट्ट | 
2tJe सेकन्ड पश्चात्‌ होगा । i 


7. m द्रव्यमान के दो तुल्य गोले ऊर्ध्वाधर डोरियों के द्वारा इस प्रकार 
लटकाये गये हैं कि वे परस्पर स्पशं कर रहे हैं, तथा उनके केन्द्र एक ही 
क्षैतिज स्तर पर हैं एक तीसरा तुल्य गोला, जिसका द्रव्यमान m š, 
ऊर्ध्वारतः गिरता है तथा दूसरे दोनों गोलों को इस ` प्रकार एक साथ 
संघात करता है कि संघात के क्षण तीनों के केन्द्र एक ऊर्ध्वाधर तल में 
समत्रिबाहु त्रिभुज बनाते हैं। यदि संघात के समय m का वेग ४ है, तो | 

| संघात के पश्चात्‌ उनके वेग तथा डोरियों के आवेगी तनाव ज्ञात करो | | 


6.3 चिकने स्थिर तल से संघात (Impact on a fixed smooth plane) 


मान लो कि m द्रव्यमान का एक चिकना गोला किसी चिकने तल से, तल 
की अभिलम्ब से ८ कोण बनाता हुआ ४ वेग से टकराता है | मात लो कि संघात 
~ ñ > 
पश्चात उसका वेग v है, जिसकी दिशा अभिलम्व से कोण 6 पर झुकी है । 


8 


समस्त क्रिया केवल सार्व 


रोंकि सं गों में गोले के बीच सम 
क्योंकि संघात के क्षणों में गोले तथा तल के qI 
गोले का वियोजित 


. भभिलम्ब BN के अतु चेष्टित रहती है, इसलिये तल के अनु 
वेग अपरिवति रहता है। 


— 


, 
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ळ्‌ y sin =u sin a (l) 
न्यूटन के प्रयोगात्मक नियम से, सार्वं अभिलम्ब BN की दिशा में 


y cos 05०--९(-॥४ cos a)=€u cos a (2) 


() और (2) को वर्ग करके जोड़ने पर 
y2—u (sin? a-+ e° cos? a) 
(2) को () से भाग देने पर 
cot 0=e cot a 
आघात का भावेग (Impulse of the blow) | 
=गोले के संवेग में परिवर्तन 
+ mu cos a—(— mv cos 0) 


=m(l--e) u cos a 
विशेष स्थितियां : | 
यदि | 
a=0, ९-0 
तथा 
v=eu 


अतः गोला जब ५ वेग से तल से समक्ष संघात करेगा, तब संघात के पश्चात्‌ ६५ 
वेग से विपरीत दिशा में गतिमान होगा । 


(i) यदि e=], aa 0=a, तथा ४55४ 
अर्थात्‌ जब तल पुर्णत: प्रत्यास्थ हो, तब maada कोण (angle) 
of reflection) आपतन कोण (angle of incidence) के बरा- 
बर होता. है, तथा वेग अपरिवर्तित रहता है । 


(ü) यदि e=0, 0=90, तथा y=u sin a 
अत: जब समतल पूर्णतः अप्रत्यास्थ हो, तब संघात के पश्चात्‌ 
गोला तल के अनु गतिमान होता है । 


उदाहरण : = 


(l) किसी चिकने क्षैतिज समतल के किसी बिन्दु से कोई कण ५ वेग 
से, क्षितिज से ० कोण पर, प्रक्षिप्त किया गया ; यदि कण और 
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समतल के बीच प्रत्यानयन गुणांक ८ है, तो सिद्ध करो कि प्रति- | 
| ÈT (rebound) बन्द होने से पहिले कण समतल के अनु दूरी चल 
लेगा । 


u? sin 2a 


u sino 


EN ८03० Ar ८८०५८ A, 3 j 


आदि ऊर्ध्दाधर वेग u sin a एवं क्षैतिज वेग u ००६ ८ है । प्रथम प्रति- 
क्षेप के पश्चात्‌ ऊर्ध्वाधर वेग eu sin a हो जायेगा, लेकिन संघात से वेग के 
| क्षैतिज अवयव में कोई परिवर्तन नहीं होगा । आगे के प्रतिक्षेपों के पश्चात्‌ कण 
के sealat वेग क्रमशः e?u sin a, eu sin ०...आदि होते जायेंगे । 0 से 
प्रक्षिप्त होने के पश्चात्‌ 4, तक तल पर पहुंचने का समय होगा 2४ sin afg ; 
इसी प्रकार. 4, से प्रतिक्षेप के Tag 4, तक पहुंचने का समय होगा | 
2८४ sin ajg; तथा इसी प्रकार तृतीय प्रक्षेप पथ का समय 2५ sin a/g 
होगा । ) 


अतः जब कण प्रतिक्षिप्त होना बन्द करता है, तब तक समय i 


| — 2u sina 22९४. 2५७१०८ . .. अनत्त पदों तक 
| g g £ 


| 2u sin x 20 sin ० || 
= i [rere — गा 


यह एक अभिसारी गुणोत्तर श्रेणी है, क्योंकि अनुपात e<l. 

इस संपूर्ण समय में क्षैतिज वेग, संघाती से अपरिवतित रहता हुआ, 
| š > | 
l 


अत: चलित क्षेतिज दूरी 


सदा u COS ८ 


2u sin a l sin 26 
— == TZ x u cosa द्र TES e) 
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(2) एक चिकनी गोल मेज के चारों ओर एक चिकना सीधा उठा हुआ 
किनारा लगा है । एक गेंद, जिसका प्रत्यानयन गुणांक ० है, किनारे के एक बिन्दु 
से मेज पर प्रक्षिप्त की जाती है। इसकी दिशा विन्दुगत त्रिज्या से कोण 

3 
tan! (Co ) बनाती है । सिद्ध करो कि दो बार किनारे से टकराने 
के बाद गेंद फिर प्रक्षेपण बिन्दु पर लौट आयेगी । 


— 


मान लो गेंद 4 बिन्दु से प्रक्षिप्त की गई, तथा 3 एवं € पर प्रतिक्षेप 
करके 4 पर पुनः लोट आती है । 4, 8, C पर अभिलम्ब क्रमशः OA, OB 
एवं OC हैं । स्पष्ट है कि 

Z0AB= Z 0845०, मान लो ; /08C= Z OCB=p, तथा 
ZOCA= ZOAC=y. 


B पर हुए संघात से cot 8=८० ००६७, ... () 
C पर हुए सघात से cot y=e cot B=e? cot a BFT (2) > 
लेकिन 
a+B+y==|2 
a--8==|2—y i | 


tan tan 
t = at 
an (०-8) 55 qea = — =tan (#/2 == y)=cot y=e* cot a 


2८२८७७०१22 
cot a.cot g— Te ९०८ = 


या 
. ९0( a+e cot a š 
e cot? न्य = e* cot a, ()से 
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या 
l-e=e cot? a—e? 
या 
डर 2 
col Sse 
e 
पा 
3 
tania यी 
lee? 
या 


3 
a=tan-} Arr) 
V, I+e+ e 
3, किसी चिकनी सीधी दीवाल से h दूरी पर भूमि पर स्थित किसी 
विन्दु 4 से एक कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किया जाता है कि दीदाल से प्रतिदिप्त 
होकर कण 4 दीवाल के ठीक मध्य पर गिरे । सिद्ध करो कि प्रक्षेपण कोण है 


. Í e+ l)gh 
/2 sina l an, } 5 


जहां u प्रक्षेप वेग है । 


दिया है 40=॥, एवं BC=h|2 4 से | प्रक्षेप वेग एवं क्षंतिज से ८ 
प्रक्षेप कोण पर कण प्रक्षिप्त किया गया । प्रक्षेप वेग के क्षैतिज एवं ऊश्वाधर अव- 
यव क्रमशः ॥ cosa एवं usina हैं । 4 से / तक की गति के अन्तराल में क्षैतिज 


वेग, ४ cos a, अचर रहता है ; अतः 4 से तक गति का तसय apiu gos 


जब कणे P बिन्दु पर दीवाल से टकरायेगा, तव संघात के पश्चात्‌ वेग का Ë तिज 


अवयव eu cos a हो जायेगा, फिर P से B तक की गति में यह क्ष तिज अवयव 


अचर रहेगा। अत: P से तक भूमि पर आने का समय, 
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अतः संपूर्ण उड्डयन काल 


u cosa 


= (Z ) ज्र () 


लेकिन जब कण चिकनी दीवाल पर संघात करता है, तब उसके वेग का ऊर्ध्वाधर 
अवयव संघात से अपरिवतित रहता है, क्योंकि बह चिकनी दीवाल के अनु है, 
अतः 4 से प्रक्षिप्त होकर फिर से भूमि पर आने का संपूर्ण उड्डयन काल होगा 


h ] 
T eL) 


2u sin a 
(2) 


अतः (।) और (2) को बराबर करने पर प्राप्त होगा 
2u Sita BARS ( 2८--] ) 


8 ४८0०0 2e ` 


अर्थात्‌ 


2 Sin a cos a=sin 2a= gh (Qe+]) 
2u? e 


या 
ss . f Ce+Dgh 
a=l/2 sin! { पकार) 


ui 


(4) एक क्षौतिज तल के किसी बिन्दु से एक गेंद प्रक्षिप्त की जाती है। 
तल पर एक प्रतिक्ष प के पश्चात गेंद एक ऊर्ध्वाधर दीवार से समक्ष संघात 


P? 


A D B C E 


करती है ; फिर तल पर दो बार प्रतिक्षिप्त होकर वह प्रक्षेपण बिन्दु पर लौट 
आती है । यदि प्रत्यानयन गुणांक हो, तो सिद्ध करो कि 


४०-2(]--७०) 
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संघात 
मान लो प्रक्षेप वेग के क्षैतिज एवं ऊर्ध्वाधर -- ४ एवं » है । 
A से B तक गति का समय ४,=2/६ 


भतः परास 
AB=ut, 


yu 
=2 — 


£ 
B पर प्रतिक्षेप के पश्चात्‌ ऊध्वधिर वेग होगा ev; और चूँकि P पर 
संघात समक्ष है, P पर ऊर्ध्वाधर वेग शून्य होगा । 


अत: 3 से P तक का समय 
eu 


t,=— 


B पर संणात के पश्चात भी क्षे तिज वेग ही रहेगा । नत: दूरी 


पर्ला 
£ 


P पर संघात के पश्चात्‌ कण क्षौतिज वेग eu से वापिस गति प्रारम्भ करेगा । 
चाप 76 के अनु गति करते में उतना ही समय लगेगा जितना कि B से P तक 


जाने में लगा था, Í: 


अतः श्र 
e™uy 
EC=eut,=—— 
` š g 


€ पर संघात के पूर्वं कण का ऊर्ध्बाधर वेग ev हो जायेगा, तथा संघात के पश्चात 


यह होगा ev 
अत: C से D तक का समय होगा, 
2९५) 
£ 


tÍ = 


7 पर संघात के पश्चात्‌ ऊर्ध्वाधर वेग होगा ८४7 
इसी प्रकार 2 से 4 तक का समय होगा, 


26589 


प्या 
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अतः से 4 तक का समय, 
ev 
॥ y +f, = ë +2e-+2e?) 
P से 4 तक की गति में कण का क्षैतिज वेग eu अचर रहा है । 
अतः 4 की दीवाल से दूरी, 
` AE=eu(t3+ t+ 44) 


2 
= = (I +2e+ 2८१) 


यही दूरी है, 
AB+ BE= Cumi SU 
i3 g 
च (+e) 
अत: 
vu euv 
-z (2+०७७ = (l+ 2e+2e) 
या 
2e'+-2e+e!—e—2=0 
अर्थात्‌ 
(०-+ |) Ce+e—D= 
चूंकि ) (2eë+e—2)=0 
में ex—], 
हमें प्राप्त होगा 
2 }e—2=0 


(5) क्षैतिज तल के किसी विन्दु से एक कण क्षितिज से कोण ८ बनाते 

हुए प्रक्षिप्त किया जाता है, तथा एक ऊर्ध्वाधर तल के एक प्रतिक्षेप के पश्चात 
पुनः प्रक्षेप बिन 3 Š आया यी - क 

पु दु पर लोट आता है । यदि प्रक्षेप बिन्दु से क्षैतिज एवं ऊर्ध्वांधर 


दिशाओं Wq x एवं 7 नापे . जायें, तो सिद्ध करो कि स॑ 
, क बिन्दु 
स्थित होगा : संघात बिन्दु निम्न रेखा पर 


J(l+e)=X tan a, 


. यदि प्रक्षेप कोण न ज्ञात होकर, प्रक्षेप, वेग ज्ञात हो, तो सिद्ध करो कि 
संघात बिन्दु का बिन्दुपथ निम्न दीघंबृत्त होगा : 


x +(+e)y = 4eHy 
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संघात 
जहाँ H प्रक्षेप वेग के कारण चली हुई ऊर्ध्वाधर दूरी है । 


(i) मान लो प्रक्षेप वेग है, तथा संघात विन्दु P के निर्देशांक हैं 
(h, k) तब 0 से P तक का समय 


t,=h]u cos a 


तथा P से वापिस O पर आने का समय 
ty=hjeu cos ८ 


अत: संपूर्णं उडूडयन काल 


Ca) () 


t ta= — 
एच Feos a e 


` 


चूंकि P पर संघात के कारण कण का ऊर्ध्वाधर 
संपूर्ण उड्डयन काल होगा 


वे ग अपरिवतित रहता है; अतः 


_ 2u sina a (2) 
2-2. 
(l) और (2) से प्राप्त होगा 
2u sin a h (शय) 2 (3) 
g  ञucose ® 


अब ४ बेग से ८ कोण पर प्रक्षिप्त होने से 


होगा gx 
y= x tan a— l /296०5? a 


P इस पर स्थित है, अतः 


k=h tan a— I/28 -Ecos a 
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(4) 


T _. 
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(3) ओर (4) की सहायता से ४ का विलोपन करने पर 
s h? sina cosa e 
K= tan e— COE Se IF x 


l 
=h tan a+ —— 


Ie 
अतः (h, k) का बिन्दु पथ होगा, सरल रेखा 
; (l +e) y=x tan a 


(ü) यदि प्रक्षेप कोण न ज्ञात होकर, प्रक्षेप वेग ज्ञात हो, तब हमें (3) 
और (4) की सहायता से ८ का विलोपन करना होगा । अब (5) से प्राप्त होगा 


COS a sin a l 


“= ———— 


h Kte) VFF 
(3) में sin ०, cos ८ के मान प्रतिस्थापित करने पर 


(u?) K(l+-e) (e-+l : ) 
ं IR = Fe 
जि 
११2९ 
दिया है, sj 


AT: (h, k) का बिन्दु पथ होगा 


4 म्र०/--४*१ -- ( + e)šy*, 
जो कि एक दीघंदृत्त है । 
6. 


ः \ 
किसी स्थिर क्षैतिज समतल पर कोई कण # ऊँचाई से गिरता है | यदि 
कार गुणाळ e हो, तो सिद्ध करो कि प्रतिक्षेप बन्द. होने से पूर्व 
समस्त चलित दूरी े 


l+e? 
Ie ” 


होगा, एवं सम्पूर्ण समय 


होगा । 
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एक प्रत्यास्थ कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किया गया है किं वह एक ऊर्ध्वाधर 
दीवार से प्रतिक्षिप्त होकर उसी प्रक्षेप विन्दु पर वापिस लौट आता है । 
यदि प्रक्षेप कोण ० हो, और यदि कण के पथ की उस समय की दिशा 
जब वह प्रक्षेप बिन्दु पर .लौटता है, क्षितिज से B कोण बनाती हो, तो 
दर्शाओ कि 

tan a=e tan B, 


जहाँ ८ प्रत्यानयन गुणांक है । 


एक चिकनी गोल मेज के चारों ओर एक चिकना सीधा उठा हुआ किनारा 
लगा है । एक गेंद, जिसका प्रत्यानयत गुणांक e है, किनरे के एक विन्दु 
के मेज पर प्रक्षिप्त की जाती है । इसकी दिशा बिन्दुगत त्रिज्या से कोण 


m Cs 
m A IFe+ a) 

बनाती है । सिद्ध फरो कि दो बार किनारे से प्रतिक्षिप्त होने के पश्चात्‌ 
गेंद फिर प्रक्षेपण बिन्दु पर लोट आयेगी । यह भी सिद्ध करो कि जब गेंद 
प्रक्षेप बिन्दु पर लोटती है तो उसके वेग पर प्रक्षेप वेग ०११ : | का अनु- 
पात होगा । 

दो चिकनी समान्तर ऊर्ध्वाधर दोबालो में से एक के मूल से एक कण इस 
प्रकार प्रक्षिप्त किया जाता है कि तीन बार प्रतिक्षिप्त होकर वह प्रक्षेप 
बिन्द पर लोट भाये । यदि अन्तिम संघात समक्ष हो, तो सिद्ध करो कि 


esLet}e=l 


दो चिकनी समान्तर ऊर्ध्वाधर दीवालों के बीच की दूरी ८ है। एक 
दीवाल के किसी fag से कोई कण उस ऊर्ध्वाधर तल में प्रक्षिप्त किया 
जाता है, जो दोनों पर लम्ब है। दोनों दीवालों पर से एक-एक बार 
प्रतिक्षिप्त होकर कण पुनः दूसरी दीवाल से प्रक्षेप बिन्दु के ठीक सामने 
के बिन्दु पर (जो कि प्रक्षेप बिन्दुगत क्षैतिज तल में है) संघात करता है | 
यदि प्रत्यानयन गुणांक ९ हो, तथा क्षैतिज तल पर कण की परास b हो, 
तो दर्शांओ कि 
be!=a(l +e+ e°) 
एक चिकनी गेंद े भूमि से ४ वेग से इस प्रकार प्रक्षिप्त की जाती है कि 
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वह प्रमेय बिन्दु से 4 दूरी पर स्थिर एक चिकनी ऊर्ध्वाधर दीवाल से 
प्रक्षिप्त होकर वापिस भूमि पर आये । दर्शाओ कि वह दीवाल से प्रति- 
क्षिप्त होकर अधिकतम ँ ! 
u 2 
2] 
क्षेतिज दूरी पर गिरेगी । 


2. एक वर्गाकार मेज ABCD के किनारे उठे हुए हैं और उसकी प्रत्येक भुजा 
की लम्बाई a है । AB भुजा के किसी बिन्दु P से एक कण प्रक्षिप्त किया 
जाता है, जिसका प्रत्यानयन गुणांक e है | यह अन्य भुजाओं BC, CD, DA 
से बिन्दुओं Q, R, S पर संघात करता है । सिद्ध करो कि PQ एवं RS Ë 
समान्तर Š | मान लो 


ZQ P B=a, 


BP= X, 


तथा 


यदि कण P पर वापिस आता है, तब 
X(l—e)=a(l—e cot a) 


I3. एक मपूणंतः प्रत्यास्थ गेंद किसी वृचि की परिधि से परावतित होकर 
एक अन्तः चतुभु ज की भुजाओं के अनुक्रम से चलती है । सिद्ध करो कि 
चतुभुज के दो सम्मुख कोण समकोण है, तथा प्रक्षेपण की आरम्भिक दिशा 
भी ज्ञात करो । 


l4. . एक क्षैतिज तल के किसी बिन्दु से एक कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किया 
जाता है कि ऊर्ध्वाधर दीवाल से लम्बरूप टकराये । दीवाल से प्रतिक्षिप्त 
होकर लौटने के बाद कण एक बार क्षैतिज तल से प्रतिक्षिप्त होता है; । 
तब वह पुनः प्रक्षेप बिन्दु पर लोट आता है । सिद्ध करो कि प्रत्यानयने 
गुणांक ]|2 है । 


]5. .एक कण भूमि से एक चिकनी ऊर्ध्वाधर दीवाल को ओर इस प्रकार 
प्रक्षिप्त किया जाता है कि दीवार से प्रतिक्षिप्त होकर प्‌ नः प्रक्षेप बिन्दु 
पर लोट आये । यदि प्रक्षेप कोण ८ हो, तो सिद्ध करो कि | 


egt? . 


tan a=—— 
52a Le) 
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जहाँ ८ प्रक्षेप बिन्दु से दीवार की दूरी, / सम्पूर्ण उड्डयन काल एवं e 
प्रत्यानयन गुणांक 


l6. एक समकोण समदिवाहु क्षैतिज त्रिभज की एक भुजा के मध्य बिन्दु से एक 
कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किया गया है कि कणं तथा अन्य भजा से प्रतिक्षिप्त 
होकर वह पुनः प्रक्षेपण बिन्दु पर लोट कर आ जाये । यदि प्रत्यानयन 
गुणांक e हो, तो सिद्ध करो कि परावर्तन कोणों के कोस्पज्या (cotangents) 
क्रमशः ८--] एवं ०-2 होंगे 


6.4. संघात से गतिज ऊर्जा को क्षति (Loss of Kinetic Energy by Impact) 
दो गोले जिनके द्रव्यमान एवं वेग ज्ञात हैं आपस में संघात करते हैं, सिद्ध 

करना है कि सामान्यतः संघात के कारण गतिज ऊर्जा में क्षति होती है 

(a) समक्ष संघात 


समीकरण हैं 
- my+m''v'=mu+m'u' (i) 


y—w'=—e(u—u') (ii) 
Gi) के वर्ग में mm का गुणा करके (i) $ वर्ग में जोड़ने पर 
(mv mv -mm'(v—v')2=(mu--m'u')š-+-mm'e(u—u')3 
=(mu+m'u')2++mm'(u —u')2 


—mmi(l—e°)(u—u)® 


अर्थात्‌ 
(m--m')(myt m'v)=(n+ 777 (07४ -- m'u'2) 


—mm'(l— ey(u—u')? 
अतः mpm के दोनों पक्षों में भाग देने पर प्राप्त होगा 


mm’ 


2 2 ११8 
2 _। DY 2 “2 ]—e )(u—u ) 
d , Tu n 
my“ -p m y mu? -+m m+m ( 


गतिज ऊर्जा में हास 


(> mu + mu) (5 m? +5 m a) 


] mm 2 2 
= ] —e2)(u—u') 
2 m+m ( X 
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यह हास तब तक शून्य नहीं होता, जब तक कि e एक के तुल्य नहीं होता, अर्थात्‌ 
जब तक गोले पूर्णतया प्रत्यास्थ न हों । 


(b) तिर्यक संघात 


अनुच्छेद 6.2 के संकेतन के अनुसार समीकरण हैं 


u sin a=v sin 0 (l) 

॥ sin B= v' sin $ (2) 
एवं 

V cos 0—v' cos $= —e(u cos a—t cos p) (3) 


my cos 0+ m'y cos $=mu COS a +m'u' cos 8 (4) I 
(3) के वर्ग में mm का गुणा करके (4) के वर्ग में जोड़ने पर प्राप्त होगा 
(my cos 0 + m'v' cos $)24-mm' (y cos 0— v' cos $)? 
== (mu cos a +m'u' cos f)! -mm'e(u cos a—u’ cos 8)? 
=mu cos a +-m'u! cos 8)! +-mm!(u cos a—u? cos 8* 
—(l—emmi(u cos a—ut cos 8)१ 
अर्थात्‌ 
(m+m')(mvš cos? 0 +m'y'2 oost $) . : 
=(m+m')(mu° cos? a-m'u'® 20948) , 
—(l—emm'(u cos a—u' cos 8) 
या t 
(mv? cos? 8--700/'2 cos? ढै) (mu? cos? a+m'u'? cos? P) 
(e) 2” —u’ ४ (5 
(—e ॥ न (u cos a—u’ cos p)! (5) 
.. गतिज ऊर्जा में ह्लास 
l l ] l ; 
= +— 2 ~m'u'\—l— UN) 
G; mu + z”! ) 6 my? + gm ü ) 
=l 2 cos2 : l > I 
= m(u? cos? a+u? sin? a)+ > m? (u!? cos? B+u’? sin? 8) 


m +. 
= (४ cos? 0-Lyz: sin? 0) — जु y? cos? $ +-y”2 sin? $) 
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अब () एवं (2) का उपयोग करके प्राप्त होगा 


L Pa मेहदी की] 
= (+ mu" cos? a+ ठ m'u’? 2092 8) ( र my? ९209१8 
+ m'y’? cos? 
5 cos $) 


= — 


mm a 
mm (| — e°)( cos a—u cos 8), (5) से । 


चकि e<l, उपरोक्त व्यंजक धनात्मक 


क्‌ है) अतः सिद्ध z: r 
हमेशा गतिज ऊर्जा में हास होता है । É हुआ कि संघात से 


विविध साधित उदाहरण 


(l) एक आनत तल के किसी विन्दु से एक कण इस प्रकार प्रक्षिप्त किया 
गया है कि 7 वें संघात पर वह्‌ तल पर AAST आघात करता है, तथा n š 
सधात पर पून: प्रक्षेपण बिन्दु पर होता है । सिद्ध करो 


९१-22? --- [ -- 0 


मान लो कि आनत तल का क्षैतिज से झुकाव है । 


0 प्रक्षेप बिन्दु से कण ४ वेग से नत तल से ८ के कोण पर प्रक्षिप्त किया जाता 
है । तब प्रक्षेप वेग के अवयव तल के अनु एवं उभके लम्ब रूप दिशा में क्रमश: 
U COS a एवं u sin a हैं, तथा इन दिशाओं में गुरुत्त्र के कारण त्वरण क्रमशः 
8 sing एवं — cos होंगे । 

अथम प्रक्षेप पथ 04 का समय है 


2 usina 
g cos 8 
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प्रथम संघात के पश्चात तल के लम्बरूप दिशा में. aT होगा esin ०, किन्तु तल 

f ` | 
के अनु वेग का अवयव संघात से अपरिवर्तित रहेगा । अतः द्वितीय प्रक्षेप पथ  . 
AB का समय होगा-- I 


2eu sin a 
g cos 8 


इसी प्रकार उत्तरगामी प्रक्षेप पथों के समय होंगे 


2e?u sina 22% sin a 


pos ' ४०086 ' आदि 


यदि नत तल के ऊपर की ओर गति का संपूर्ण समय । है | 
2u sin a ~ s 
"न्न (I+e+et+..r पदों तक) 
2u sine l--e' : 
Æ Isae - l 
g cos 8 l—e () 


तल से r वें संघात के क्षण पर कण तल के लम्बरूप दिशा में आघात करता है, 
अतः उस क्षण तल के.अनु वेग शून्य हो जाता है; अतएव इस आघात के पश्चात 
कण तल पर नीचे की ओर लौटता है । / वें संघात के पश्चात कण का तल के 
लम्बरूप दिशा में वेगं होगा e'u sin ०, तथा लौटते समय कण (7-7 प्रक्षेप 
पथ बनाता है; अतएव यदि प्रक्षेप बिन्दु तक लौटने में उसे / समय लगता है, 
तब U --/, यह स्पष्ट है क्रि तल पर ऊपर जाने का समय नींचे की ओर आने के 
समग्र के बराबर होगा, क्योंकि संघातों से तल के अनु वेग पर कोई प्रभाव नहीं 
पड़ता है । किन्तु 


2eru sina, 2९7? usin a ने 
et =l=—— oo + — == (nr) प क 
४ cos 8 g cos 8 EN ial 


2श sin ८ 


USGS. {l +e+e+.. ९४77) | 


` 2eru sina [> ९१? फक (2) | 

कळत नाच n त | 

अतः ()) एवं (2) को बराबर करने पर प्राप्त होगा- . .... | 
le ==@⁄ (६०) 


=e — en 
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en—2e -|- | 0 


> 
A 4 > मेज के किनारे सीधे ऊपर की ओर उठे हुए हैं। मेज की 
Di ei से दो कण गति प्रारम्भ करते हैं । जब प्रत्येक दो बार 
8 हो लेता है, तो एक कण प्रक्षेव faa 
क ; न प बिन्दु पर लौट आता है, किन्तु 
दूसरा इसके बिल्कुल वपरीत, ब्यास के दूसरे छोर पर पहुँच जाता है । यदि 
त्यान गुणांक € हो, एवं प्रक्षेप की दिशायें बिन्दु पर की त्रिज्या से कोण : 
एवं 8 बनायें, तो सिद्ध करो | i 


tan a , tan 8=e2 
प्रथम कण के लिये हमें अनुच्छेद 6.2 के उदाहरण 2 से ज्ञात है कि-- 


e 3 
] +e + = ( I ) 


तरण s z Te दक 
z r के लिये 4 प्रक्षेप न्दु है 9, C एवं D संघात विन्दु हैं, AD व्यास 
है । B एवं C पर परावर्तन कोण Y एवं 6 हैं । तव 


tan? a= 


cot =e cot 8, cot 8-5९ cot y=e? cot 8 


B+y+ô=r, “. B+y=r—ô 
अतः 


cot (B+y)=cot (m —ó) 
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या 
cot Bcoty—]_ cots 
cot B+ cot y + 
या P L 
e cot? 8-- à 
--- =e cot 
cot B +e cot B B 
या 
e cot? B—l=—(e?e®) ९०% 
cot? p= /(e+ e+e?) 
भत: 
tan? 83९ + epe? (2) K 
(l) एवं 2 से r 
tan2a.tan2 B= लत न xe(l+e+-e?) | 
९6 


tan a tan B=e® 


(3) दो तुल्य द्रव्यमान के पूर्णतः प्रत्यास्थ चिकने गोले, जिनके केन्द्र समान | 
चाल से एक समतल में गतिमान हैं, तथा उनके वेगों की दिशायें a कोण पर 
झकी हैं, इस प्रकार संघात करते हैं कि संघात के क्षण उनकी केन्द्र रेखा उनकी | 
संघात पूर्व की दिशाओं के कोणाद्धंक से कोण #/2--८ बनाती है। दर्शाओ कि | 
संघात के पश्चात उनके वेग कोण tan- (cos 2e.tan ८), पर झुके रहेंगे । 


हल : चूंकि द्रव्यमान तुल्य हैं, तथा e= l, अतः संघात के पहिले के वेग | 
के अवयव, केन्द्र रेखा के अनु, परस्पर बदल जाते हैं । ! 


अतः संघात के पश्चात केन्द्र रेखा के अनु 4 एवं 8.के वेग क्रमशः होंगे-- í 
u sin (a/2+ e) 


एवं 
u sin (9/2-«७) 
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तथा केन्द्र रेखा के लम्बानुरेख वेगो ३ 
अतः इस दिशा में 4 एवं 9 के वेगों के अवयव हैं-- 


u cos (0/2— e) 


एवं 
4 COS (५/2-- e) 
अतः 
tan $= CL È METET अवयव_ cos (a/2— e) (Ü 
00' के अनु अवयव sin (a/2+ €) 
तथा 
tan #'=cos (a/2 + e)/sin (a/2—) (ii) 


स्पष्ट है कि संघात के पश्चात वेग v एवं y के बीच कोण हे ग-($+%'), 
अतः 


, tan % +tan क़ i 
t T= $ + $ "जज a a a 9) 
an ( ( u 3) दक्ष "ळा P: z=tan a cos 26 


(i) ब (ü) से मान रखने पर | 


(4) एक ऊर्ध्वाधर परवलय का शीर्ष ऊपर की ओर है । उसकी क्षैतिज 
नियता पर से समान रूप से प्रत्यास्थ अनेक कण गीचे की ओर गिरते हैं तथा 
चिकने परवलय से संघात करक्रे अन्य परवलीय मार्गो में चलते हैं । सिद्ध करो 


कि उत्तरगामी परवलयों की एक ही पिचत नियता होगी । 
मान लो परवलय का समीकरण हे ै*--4८:८, जहाँ © उत्तका शीषं है | मान 


लो 2 बिन्दु पर कण का परवलय से संघात होता है | मान लो P पर स्प्रणी PT 
भक्ष से कोण 8 बनाती है । स्पर्शी PT का समीकरण होगा 
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y=mx+ = जहाँ m=tan 0 


अर्थात 
y=x tan 0+a cot 0 . 


P बिन्दु के निर्देशांक हैं 
(a ००८७, 24 cot 8) 


PM=PN4 NM =a cot? 8+a=a ०05९०१७ 


अतः MP दूरी से गिरने से उत्पन्न वेग 

= /(2ga cosec2:0)= / (2ga).cosec 8 
यह P पर वेग v का परिमाण होगा, तथा स्वर्शीय दिशा TP तथा इसके लंबानु- 
रेख दिशा में वेग के अवयव क्रमशः होंगे 


(2ga) cosec 0.cos 0 
एवं 


अर्थात 


१/(284) casec 0.sin 6 


y (2ga).cot 0 एवं १/(287). 


P पर संघात से स्पर्शी के अनु वेग अपरिवतित रहता है, तथा अभिलम्बीय 


वेग e /(2ga) हो जाता है । अतः संघात के पश्चात वेग होगा 
प्रतिक्षेप का वेग 
=V/(0ga) (et ००५५७) 
अत: उत्तरगामी पथ की नियता की P के ऊपर ऊँचाई 


= (P पर वेग ) =a(eš +-cot20) 
2g SR GA 


2M के नीचे उसकी दूरी 


=a cosec20=a(e2--cot20) 
=a(l— e?) 


यह अचर हैं, अतः 0 से स्वतत्व है जो कि P की स्थिति निश्चित करता है! ' 
अतएव संघात चाहे किसो बिन्दु पर हो, उत्तरगामी पथों की नियता एक निश्‍चित, 


क्षैतिज रेखा रहेगी । 
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संघात 
3l 


| 
| 7 z : 
$ है, न ; -i s तट गोरी गा एक स्थिर विन्दु से लटकाया गया 
£ ह विरामावस्था में हे। एक - दू विक i 
उर्ध्वारतः नीचे को गिर रहा है, ४ वेग से SBT गोता? जो 
र रहा है, से उसपर इसे अपार ता aa 
> > 6 


कि ग्रोलों की केन्द्र रेखा ऊर्ध्वाधर रो- ८ कोण बनाती है। सिद्ध करो कि संघात 
से गतिज ऊर्जा में हास होग्रा-- 


l (I—e%) mmu? cos? a 
2 mpm’ sinda 


जहाँ € प्रत्यानयन गुणांक है। ` 


हूल : मान लो ग्रोले m एवं m के संत्रात के पश्चात वेग » एवं ५ giv 
की दिशः केन्द्र रेखा से 6 कोण बनाती है, तथा m गोले की गति तो केवल डोरी 
के लम्बरूप दिशा में होगी । मान लो किमी भी गोले पर केन्द्र रेखा के अत 
आवेग J है, तथा डोरी-में आवेगो तनाव 7 है | तव m गोले की ' गति से निम्न 
समीकरण प्राप्त होंगे 

J'cos a=T ry ash ga (i) 
= Jsina=mv ` (ii) 

केन्द्र रेखा के:अनु.न्यूटन के नियम से हमें प्राप्त होगा= ` 
9 cos BF V sin a=eu cos a (iii) 
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# के संवेग में परिवर्तन है 
m'(u cos a+v' cos 6)=7 ü) B 

(ü) एवं (४) से प्राप्त होगा-- 
mV—m'v' sin a cos 8@=m'u cos a sin a (+) 


(0) एनं (>) को हल करके हम v ०56 एवं V प्राप्त करते हूँ । (¡) में 
m' sin a का गुणा करके (४) में जोड़ने पर 
V (m’ sin? a+ m)=u cos a ( +ë) m’ sin a 


um’ sin a 905 a (le f | 
y Sol l+e) (vi) 
mm’ sin? a | 


इसी प्रकार mx (iii)—sin a. (v) से प्राप्त होगा-- 


u cos a (me—m’ sin? a) 


v’cos 0= - 
9 mm’ sina 


(vii) 
fe गोले चिकने हैं, अतः 
u sin a=’ sin @ 
अतः संघात के गतिज ऊर्जा में ह्लास 
=pm'u® (cos? asin? ढ)- (3070702 (cos20 +sin20) + ३77) 
=pm'u cos*a— 4m’ v’? cos?9—4 mV? 


— Imut costa (mem sina) mm’ sin‘a(l +% 


(m+m' sin2a)2 


: 777--॥777 sin?a—m?e?—mm' sin2an2 

= jiu? costa Í ar ina me ०-0 0 sin3an } 
(m+ m' sin? a) 

m(l —e°) (m+mš sin? ०) , 


=$ m'mu? cos? - 
ł १ करा sina) 


-——FPT —— .s.—- —IN 


= mm'u* (]-- ९९) cos2a|(m+-m' sine) 


अध्याय 6 पर विविध प्रश्नावलो 37 


6. दो तुल्य चिकने गोले परस्पर स्पर्श करते हुए विरामावस्था में एक मेज 
पर रखे हैं । एक तीसरा तुल्य.गोला सममित रूप से उन दोनों पर संघात 
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संघात 


0. 


Il. 


3l3 


करता है। दर्शाओ कि संघात से गोलों की सम्पूर्ण गतिज ऊर्जा 
(2+3e°) : 5 के अनुपात में घट जाती š! 


5 आनति वाले नत तल के पाद से एक प्रत्यास्थ कण प्रक्षिप्त किया जाता 
& तथा वह तल पर लम्बरूप दिशा में आघात करता है । यदि तल से 
कण का प्रक्षेप कोण 8 हो, तो सिद्ध करो कि 227 ८ tan 85-] 

द क्षे rr YY * पर क्षेप z > ; 
यवि दो प्रतिक्षेपों में कण प्रक्षे बिन्दु पर वापिस आ जाये, तो सिद्ध 
करो 


_ V(S— l) 
E S 


एक चिकनी गेंद अपने बरावर की दूसरी चिकनी गेंद से, जो विरामावस्था 
मे है, संघात करती है । संघात क्रे समय पहली गेंद के वेग की दिशा केन्द्र 
रेखा से कोण ८ बनाती है । यदि प्रत्यास्थता गुणांक ० हो, तो सिद्ध 
करो कि संघात करते वाली गेंद के विचलित होने का कोण 6 होगा, 
l+e) tan a 
ĝ=tan-? pane } 
l—e+2 tania 

एक दीं बृत्ताकार मेज का किनारा सीघा ऊपर को उठा है । एक पूर्णतः 
प्रत्यास्थ गेंद उसकी नाभि से प्रक्षिप्त की जाती है। सिद्ध करो कि चाहे 
जिस प्रकार से भी गेंद प्रक्षिप्त की जाये, अन्ततः वह दीघं अक्ष के अनु ही 
गतिमान होगी । 


कई कण एक ही बिन्दुं से समान वेगो से किसी ऊर्ध्वाधर तल में प्रक्षि 
किये जाते हैं तथा वे केवल गुरुत्व द्वारा ही प्रेरित होते हैं। यदि वे समान 
रूप से प्रत्यास्थ हों, तथा एक ऊर्ध्वाधर दीवाल से संघात करें, तो सिद्ध 
करो कि कणों के उत्तरगामी पथों के शीर्ष एक दीघंबृत्त पर स्थित 
होंगे । 

एक भारी पूर्णतया प्रत्यास्थ कण, एक ऊर्ध्वाधर वृत्त के उच्चतम विन्दु 
से खींची गई जीवा के अनु फिसलता है । कण वक्र पर संघात के पश्चात 
qeq के निम्नतम बिन्दु से गुजरता है । सिद्ध करो कि जीवा का ऊर्ध्वाधर 
से झुकाव होगा 


4 ०057! | G= } 
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]2. दो. तुल्य प्रत्यास्थ गेंदे एक दूसरे की ओर एक ही क्षण पर एक ऊर्ध्वाधर 
तल में एक से प्रक्षेप वेग v से, तथा समान प्रक्षेप कोण ८ पर प्रक्षिप्त की = 
जाती है । दर्शाओ कि संघात के पश्चात वे प्रक्षेप बिन्दुओं पर वापिस 
आ जायेंगी यदि 

ga (l + e)= ev*° sin 2a, 
जहाँ 24 प्रक्षेप बिन्दुओं के बीच की दूरी है । | 

]3. एक कण भूमि से प्रक्षेप कोण ० पर इस प्रकार प्रक्षिप्त किया जाता है | 
कि एक चिकनी ऊर्ध्वाधर दीवाल पर संघात करके प्रक्षेप बिन्दु पर Í 
वापिस आ जाये । यदि दीवाल से प्रतिक्षेप के पश्चात इसके वेग की. | 
दिशा a faa से कोण ९ बनाये, तो सिद्ध करो कि | 

e(l-+-e) tan p=(l—e¢) tan a, 
जहाँ, ८ प्रत्यानयन गुणांक है । 

4. द्रव्यमान का एक चिकना गोला एक दूसरे ॥ द्रव्यमान के विश्रांत 
चिकने गोले से संघात करता है, तथा वह अपनी दिशा से कोण से , 


विचलित हो जाता है । संघात के पश्चात D, की दिशा m, की संघात- 
Q Q है 
पूर्व दिशा से कोण % बनाती है, तब सिद्ध करो 


tan 0=m, sin 2$/(m, —m, cos 2%) 


I5. एक गेंद, एक दूसरी विश्रांत गेंद से समक्ष संघात करके स्वयं विरामावस्था 
में आ जाती है । यदि संघात से आधी गतिज ऊर्जा का हास हो जाता 
हो, तो सिद्ध करो कि प्रत्यानयन गुणांक ०=]/2 होगा । 
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जहाँ दोनों गोले पूर्णतः प्रत्यास्थ Š । 


— 


> 


उत्तरमाला 


प्रश्‍नावली ] 


dy 
Z= y2 A 
y =X? 4-2xy E 


प्रश्‍नावली 2 
y—x=c (l + xy) 


V (l+ y2)=cx 


xy=ce>-x 


o 22 नए 4४-20 ५/(४+२) =c 


e= ex-- + X2+c 
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6. X!y=ce) | 
7, yan =e | 


8. y=c(I—ay).(x +a) 


]0. == l+e cos 0 


Il. X ८२22१४८ y Ñ 


प्रश्‍नावली 3 


— 


y(x—y)*=c(y— 2x) 

y=celx 

tan (y/2x)=cx 

log (y—x)=c+x/(y—x) 

X’—y’=c(xt 4y) 

x/y+log xy=c 

X°=c(y++/((xX*+y)) š 
(X—y) =c(x—y) 

y+N(0—x))=cxs 


Y 
XY COS = =c, 


D € = & MS ५? 9० 


ra 
° 


m 
_ 


A = cex3ly3 


प्रश्नावली 4: = 


l. log {4y?F(x—D)N+tan-: 2y =c 


x—l = 
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y=cx?.enlIxy 


l 
Ss logf 2 [Cs WR I 4/2 
ठ जनता) il 5 f V20FD—(y—]) 
) | 2V2 १५७७ पल D 


=log c(x—!) 


(४+3))+2 log (2 —x—y)=c 

x+y—2=c(y— x) 

(y—x)2+-]0y—2x=c 

4x-r8y+5=cet-2) 

tan™{ (2y+TJ(x+] )=logtcv/ (ry? +x+++3)} 


2 9 
F7 (2x+3y)—- T log (I4x+2ly+22)= x +c 


प्रश्‍नावली 5 


X=cyexy 
y=cxex 


l+ 3(2x+ey) V. 
EOF y * 


xy log x—y+x— y= cxty 
8 sin y+4x+9 log (4x—8 sin y+3)=c 


प्रश्नावली 7 
Y=(2x+c) e-*? 
Jy=x3+3x2—2x log x+cx 
y=ce tan x tan 7--] 


3(x°+ y=4x3Fc 
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प्रश्‍नावली 7 


3l8 
5. 7९० x+ c sec x 
6. y=} #+व्शऊ 
7, न tantan) 9-7 
8. y=cein x—(l+sin x) 
9. 2xlog y=log2y+ c 
I0. y=cx+x log tan x 
Il. y=cxv(x—l)Fax 
]2. xy=sin x+c cos x 
]3. 2y=(x+a)5-2c(x+a)"' 
]4. x=y cy 
I5. (x—Dy=xx—x+c) 
I6. 2y=x3--cx8. else 
I7. (I+) 22X=2logy+)'+c 
I8. y=x+cos 2x+-c sin 2x 
]9. 3y=ex-+2e-2x 
20. 3(l+xD y=4x 
I. (cx+2) 2) -- | 
2. y-3—= y cen? 
3. y(cx+log ९०७) 
4. cy=(l—y)V((l—x?)) 
5. 


न x x3 
2 Hrs >= a 2 
CF) S++ gic 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


क ळा... 
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$ 
i 


7 I i 
. Es sin xdx 


8. y-!=Ccos x-Fsin x 

9. siny=(l+x) (ec) 
]0. e>=2(sin x—cos x)+ce-z 
ll. (c+x)ye+I=0 
]2. y|x2=cos Y+y sin y+c 
l. (I+yx% x=2 log y+y?+e 
l4. X=tan-! y—!l +-certan-ly 
I5. y=x sin (y+c) 


]6. y~ (sec x+tan x)=cos x—x-+-4 sin 2x 4c 


प्रश्‍नावली 8 
l. yer? — x? == (n 
X +6xy+y?—2y=c 


O+!) (४-९२) 5-८ 
er)" xi—y=c 


m a wyp 


xX+2x?y -- 2.0) -।- y=c 
6 ycos2x+3y+ s: १४3-८ 


7. (x2--y2)30__3xy=c 
8. ax? +2hxy+by?+2gx+2fy+c=0 
9. (९2४7) sin x=c 


I0. xiys-log (x/y) =c 
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प्रश्‍नावली 9 | 
l. lx, 206-- 79१४30 l, 
x | 
2. E क्स l/xy=c | 
3. ly, X:+ exJy=c à | 
4. I/(xFy?), tan (y/x)=x%+c | 
5. l/(x*+y), x° += cevon—l yix | 
6. Ip; xte2+x2y+ xly=c 
7. l/xiy%; log y+ l/xyFl/3x Y= | का 
8. l/@2+)); (Fy?) ९४८४3८ | 
9. X; 3xt-L4x3+ 6x2y2—c 
श्रश्‍नावली !0 
l Ci 
+) 
I ER ] 
2. xyi 5 log cJy= खाक + उ 
|| z दे 
3 YO) 
4. x; (4x5+2xy+ 4 yyy | 
5. e; (2x°y2 + 4xy Hyer च | 
6. ex; (x2 ०१८५-३८ 
7. y; 3:04 --6:0/2--2)0--८ | 
8. ५१; २४५८-70 =¢ 


9. Xy; 4905 xy =c 
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E न “उत्तरमाला 
lO. /(3x°y9); log x°/y—l/xy=c 
ll. l/XS, ex+4 my2/x3=c 
2. Uy; x3y3--xt=cy 
।3. zp Y +xy log सच 
प्रश्‍नावली ll 
l. y-s=cx5+ 5/2x3 
2: y? =ç(l --४१) ४४ "ऱ्य? न 
3. ४५--/५+ 2:27) -- 2420१ -.. 28१/2 =e 
š 4. cx=exly 
5. tan y=ce yx l) 
6. x=ce?—y—2 
7. log (x/y)—l/xy=c 
8. alog{x—y—al@—y+a}=2y+e - 
9. ---2 —y? cel | 
l0. l/log y +cx 
ll. X+yex*y=c 
l2. (X+I)e)=2x+c 
l3. axt+2Dxy--by2--2gx+2f/y+c=0 
l4. yi-n=cen-n sin x42 sin x+F2/(n—]) 
I5. xy ((x?—y) =c 
l6. = क ६-८ 
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If ९४४८९४ +er—] | 

I8. y°=x?kcex—l s ३: का nýi : | 

‘i 

]9. tan y=c (l—e%)? | 
x3 

20. १ ९७०3३ e” कु +c 

2], x24)2=c(x+y) 

22. —=2 -)7+-०९77/१ 93. 

23. log १/(१४--)४-॥ tan™ (y/x)=c 

WE SDS (= NE 

24. PE s (3 Hog )+ c 

25. 4x°=(c—3x®) (3y?+2)? 

26. y=Xsin (y+c). 


27. 2y ex=xe%--cx 
28. x?y? ()४--.५१) 3८ 
29. I(x) =x 4] ce 
30. y=x cos x+cx cos x 


3]. y=x%(ex—e) 


32. y=cos x—2 cos2x 


33. xen, tanl y-+-c 


34. x°—xy+x—y2+3y=c 


<भश्नावली l2 


x? xn FS ES 
i (00८) TR sl ; lim y, (x) —e* 
` n>? कुट ज्य 
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उत्तरमाला 


2 NPDES Ew 


= ].]272] 


प्रश्‍नावली 43 
(०४-!-०) (x—cy)=0 
(४-८) (y+x°—c) Cy+cy+l)=0 
(2y+x°—ce,) (X+ log y—c,)=0 
(2-० (y—x—c) (2y—x*— ८) (y—cet*)=0 
25 (2>+०)*९- 40५४ -- 0 
(०-%--० (y+2x—c)=0 
(log cx+sin~ (y/x)) (log cx—sin- (y/x))=0 
(2y—x° +c) (xy—x+c)=0 

प्रश्‍नावली 4 
प्राचल ७ में 


x= +2 p 
4 
एवं » दिये गये समीकरण से 


x=p(c—cosh pr) (p?—])ri® 
एवं » दिये गये समीकरण से 


x= ziete sin! p) 
एवं » दिये गये समीकरण से 
x=cVp— tp 

3 
एवं y दिये गये समीकरण से 


cos [[/(I —¿t+2cx—x2) —y(/(p—x)]=c—x - 
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324 अवकल समीकरण एवं गति बिज्ञान 


(p—Dx=e—p+logpix— ly =p: (c—2+Iog p)+p 


6 
7. 2y=c(c—x)° 
8 
9 


भः 
y2=2xc--c3y 
log y=cx+c* | 
I0. e>=ce*--cš 
ll. x=e(p+l)eP, ) ०७१७ 
]2. cy=x2°+c° | 
प्रश्‍नावली 5 s: < 
l. x=2 log p+6p+c | | 
एवं दिया गया समीकरण | 
2: x-F2p—2=ce-P | 
एवं दिया गया समीकरण > : | 
3. 2y+c=apv/(l+x®) log (p+ VHP), x=av( +p} x 
4, x+e=b log (2१७70), २७१0) कळ 
5. y=c(x—c)° | 
6. y=cx += | 
7. (w+) +b) yF. ; 3 
8. y2—cx+2c2=0 RR Z< | 
प्रश्‍नावली l6 ` | 
l. y=cx+cos-!c | 
2. (y—ex)(c+l)=c | 
3. x=2(lI—p)+ce-b | 
r 


y=2—p(l+p)cet EB | 
4. yš=3 cx+ 6c? i 454 s Lr ५5 । 
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i 
H 


० = g 


SH E = घळ 


()—cx+2c) (४/--८४-- | )=0 
V =2ex4c? 

e= coc? 

c=log (cx— y) 


c=sin (cx— y) 


विविध प्रश्‍नाबली: 7 


(y—c2)2—=4cx 
x=2(2—p)+ce-!!p 
Y=8— p+ (2 +/)८९-/४ 


(y—cx} =a? +b? 


l-+be = 


x=sin p+c, y=p sin p+cos p 


x=2 tan-ip—p-~! +c; y=log (psp) 


y 2 =cx 2 + c 2 
Yy=2cy x +c? 
J3=CX:+ [ +c 


८ + e 2x 
YF — 
र c—ex 


cy} 20: -- | 
24--८(४--८) 


sin=! (y/x)== +log cx 
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326 aama समीकरण एवं गति विज्ञान5 
I5. y—a=(x+c)* i | 
]6. e)=ce*-+-cš im 
I7. (xc—p)} |l +c°)=a° i ; I 
]8. x=y+a log (I +ce!2) | 
I9. (Fo)F(—b)=I 
20. y=2cVx+f(c®) 
प्रश्‍नाबली 8 ' | 
l. y=cx—c% वि० go ५१२२4१ | 
2. , y=2cx—c, वि० go y=+x | 
3. (x—c)} =y (l—y) वि० go ४] | 
4. y=cx+c?, वि० go 4x34-27y3==0 | 
5. कोई विचित्र हल नहीं । 
6. y=cx+ (bak) | वि० go क्र षन 7 
सामान्य हल सरल रेखाओं का कुल है, प्रत्येक रेखा दीघंवृत्त | 
नड =I, 
को स्पशं करती है । 7 
7. (३+ 2८)१=4८५१, वि० go 6y=x3 
8. 9(y+c)4—4x(x—3a)%, वि* Zo x=0 
9. y—cx= ZG) , 22% 4 2५१ — 923 
]0. ०--८४४७--७४--0, वि० go xy?—4=0 
ll. x=3/4 p+eļp? एवं 


कोई विचित्र हल नहीं 
५=दिया हुआ समीकरण 


]2. y=cx—ay—c, विर 3o 4xy=a 


T o 
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f प्रश्‍शनाघली 9 
| J. x—xi=cy 
! 2. r:=e,ek0 
3. )nu=cx, 2yn=3nx 
4. r”=b" sin ng 
| 6. x° +y = kertan O : धृवीय निर्देशांक में #८०८ 
y 7. तर्काचा st 
| ।0. परबनय (५-१2 (+2) +at=0 
| ll. r=c (I+cos 8) 
| l2. mc sin n8 
]3. r=c (l—cos 8) 
| प्रश्नावली 20 
4. 955८३ s4 (,९-१४ 
। 5. ॥०॥९५--०१९१४-- c e3x 
| 6. y=c,e-°xz-Lc,e*x cos (x(G +o) 
3 टन एड 
8. y=c,e#x--o,ebx cect 
9. y=ee cre Hce 
l0. y=c,e-Ż* cos (qxX-+ ८2) 
ll. y=c, cos x+-c, sin x+ce* 
l2. J=c, +c, ००5 कर्क sin 2x 
l4. @=cos (ty/ g/l) 


प्रश्‍नावली 27 
l. Y=(ci+csx) cos x+(ca tcx) sin x 
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2. y=(cÁ+-c,x)+ (c, +c x)e* 
3. y=c+(cs+c,xj-c x2)etx ta 
4. y=(ci+-c,x) cos 2x+(c3+c,x) sin 2x | 
/ 
5. y=erxs { (ci+csx) cos Vrta +c,x) sin x x | | 
5 | 
| 


6. 955८३ cos (x+c)+ (b+ c x)ex 
>चत(०+%3)+०%०+-(०+०६३0०:१४१ 
8. y=c,emxlW3 cos ( 5 +c, )i ce e-mxlw 2 cos i +c. ) | 


x T. x 
9. y==c,e2x+- latex) cos z + (cs+csx)sin zx! ela: 


प्रश्‍नावली 22 
l. y=c;e*+c,e?*—xe* 
2. y=c,e*-Fc,ye-x—2—Sx 


e-k+ ex 


39 (Catex) Z D° 


4. v=o gr ew 


A - wauyipipwawa— 


S. 9००८३ cos ax +c, sin ax + ~ (xsin ax)+ L 
(cos ax log cos ax) 
6. y=c; cos x-Fc, sin x +> x sin x 
7. y=cı +e, *—e* log (i +e*)—log ( + ex) 
8. y=c,ex+c,e-x-- ex(x°— x) 
9. १० -८९८४--८३८०५ — l,l x 23 
à [इ 56% ¬ jog X 


2 


प्रश्‍नावली 23 


y > 


l. y=c,ex+c,e2x+ z ex 
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उत्तरमाला ` 
2. ॥०८५९४--८१९१५--०३९-४-- al; ewer 3 
a शिक्त TO 
3. y=c, ex-+c,e-*-F x Ge 
4, ९४१ (८, cos x +c; sin A x ) 


2 ex 
(++) 


5 = (ci +c.x-- cC. p Ca 
© VSC T CX -T Cs 60 


6. y=(cı+c,x)e™*—e™ log x 


है XK 
7. y=ec, sin 2x+c, cos 2x+ 4 sin 2x 


ex 
8. p=c,e* cos (A/3x-rce,)+ > cos x 


ex 
9, y=c,ex+ c,e-2% + s: 


lO. y=(ci+c,x)e2x+ = yers 


IL y=(c,+c,x)e + : 7 


प्रश्‍नावली 24 


l. y=c,ex--c,e-3— है (4 sin 2x+2 cos 2x) . 


329 


\ 


) 


2. y=c,e-x--c, cos x +cs Sin x — 5 (3 sin 3x+cos 3x) 
3. y=c)`l-c,x +cye*+ c e-3*— L +2 (cos x+2 sin x) 
° V= Cr 24 T ५३ 4. 20 5 i 


z . 
4. y=cjex+-c;et — (sin 2x+cos 2x) 
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I0. 


अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


y=c e+ cae- cen — =s (cos 3x+8 sin 3x) 


y=e*(c, sin 2x+-cs cos 2x)— D eX (cos x—2 sin x) 


VA 
y=nert e(o cos x x-Fcs sin जज x ) 


] 
ज्र (cos x sin x) 
y=c,e*+- ce" + š (2 sin A) (sin x—cos hx cos x) 


yc (a. cost xcs sin x x ) 
i Ds 

el 

I3 


(2 cos 2x+3 sin 2x) 

Y=ce*+c,e t 4c, sin x+ c, cos x+ = sin 2x 
प्रश्‍नावली 25 

y=c; cos 2x+c, sin 2x+ si x— > ) 


y= Cie + 02९१५ + ह x+ z 


Y=ci+c,e = + c,e=x + 5 (2x2— 9x+2]) 
y=(c,-Lcyx)e=x-t- > (x—I)sin x+ s cos x 
2'5००१९०४--०४(०५ cos १/३५--८ sin चो त (xt—x +) 
J== (c, +c,x)e* + 2 (x+ ]) cos x = ड nk | 
न्न (x $i x-F2 cos 30०४ 

Y=ci cos 2x-Fcs sin 2%-- 5 (I =x sin 2%) - 
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9. y=c,--c,x+c, cos 2x+-cy sin 2x+(x*—3x2) 


T ]0. y==cie*+ ८९३९० + . ८० (x2—x) 


विविध प्रश्‍नावली j 26 


bx 


]. y=c,)e2x + c e3* + (6x-+-5)+ 76 


2. y=(c,+c,e)eP*x 
3. y=c,ex+c,e-*+ ठ x cosh x 
l 
4. y=c, cos 2x+c, sin 2x— g > cos 2x 


| 5. y=(c;+c,x+c;x2)ex+ e 


6. y=e-x(c, cos V/3x-Fcs sin ¥/3x) 


73 (8 cos 2x—3 sin 2% 


7. y=c; 4ce? + = x ex 


l | 
8. y=c,--cyesx-L 68९72४ -- ¿Ë + 3 x— ह 


7 i: 
r डं I 
कपूर * ) 
9. y=c,e* +c, [56 (9 cos 3x—7.sin 3x) 
: v3 
॥| 0 ८-९-४/६ Í G +csx) cos = x ) 
+ “(ca +-c,x) sin (% x )} +c, e? 
|| Sy 
y=c;e* 4ce -* +c, sin (x +c) — COS 5: 


2. y= (citeste : 3⁄4 x) E 
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3: : 
l3. y=e-xl2 (८ cos (शं x ))+० sin (°x ) 
iden FO, T6 
SCM, 
l4. y=c, cos 3x+c sin 3x + R ४ cos x+ > Sin x 


]5.. y=e%(c, cos 2x+c, sin 2x—x cos 2x) 
I6. y=(c,x--ce,) cos 2x+(c3x+c;) sin 2x 


l l 
"SD हव 


x° 205 2.0 
7. y=(cie*+c,e-* 4c} cos x+c, sin x 

फ (x? cos x—3x sin x) 
]8. y=c,ex--c,e"x — क (x sin x+cos x) 


JF 5 xe* (2x?—3x+9) 


]9. y=e-?x (०+%४ — 5X2 + हे eX 


$ sarg e 2 ; 
20. y=ce*-c,e=x — J50 (25x°?— I3) sin 3x — = x cos 3x 
2l. y= (Ce + ठ) ez 


22, y= (ci--cax)e-Px-+ B I (PK) cos kx--2pk sin kx 
CTD | 


23. y=c,e-x exi? |e: cos e ° )+८ sin ° } 
° ~ 
Se tvs co )+sin (कै x Jj 
24. cier# 2x az E ( 5) 
y +C; cae ID) Y + D 
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उत्तरमाला - 333 
25. y=(c,+c,x) cos x +(c,+ cx) sin x 


3 ° 
[> — 
T ( IC 3) COS x- IP) SIN x 
26 y’=e*— ] 


प्रानावली 27 
l. y=0, 005 xcs Sin x +sin x log sin x—x cos x 
2. y=c, cos A/2x+ e, sin १/2. + न 


3. y=o, cos 2x+c sin 2x— l +-sin 2x log (sec 2x+tan 2x) 


4. y=(cikc,x)e3x— ९४४ ]og x 


x? 
5. सल cos 2x4 c, sin 2x— Z cos 2.0 


+ sin 2x+ ४ COS 2x 


l6 32 
6. y=e, sinx+ e; cos x+cs+ log sec x 
—sin x log (sec x+ tan x) 


7. y=c,exjc,e% + Ce — xe2x 


प्रश्‍नावली 28 


— V? siñ?a 2 sin a cosa 


4. V cos a, V sin a; ; 7 
जहाँ cot a=m 
ज्य वेगवरि y“ 207 
5. fas वेगवृद्धि = + -> » अनुप्रस्थ वेगवद्धि-- = 
जहाँ OP=r, कीड़े की केन्द्र से दूरी 
प्रश्‍नावली 29 
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I7. 


I8. 


— 


St se 


अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 
प्रश्नावली 30 
k?(2a—r), 4024 0; r=a +c 
NANE 0 
j= Ja sec > 
यदि AB ऊध्वं व्यास है तथा A qaa रेखा का स्पर्श बिन्दु है, तब P का 


वेग = ५ . a BP दिशा में 


; =f cose H a Y cot w _ ] 
S =F oosa € ) 


05 6 
(cp + 9)%7- 2ks--A, 
जहाँ 4, B, C एवं K अचर हैं 
r=A 0+ B, 
जहाँ 4 एवं 9 भचर हैं 

y. 

Ven —s) 
x= —a [ios tan हा +cos 0 ] , जहाँ 05507 (टर) 


sin $= या cos =y (l —ašt2) 


प्रश्‍नावली 3 
432].8 किलोवाट 
4।5 मीटरी अ० शक्ति 
52 फुट-पाउन्ड 


3l.25 मील प्रति घन्टा 


प्रश्तावली 32 
245 ğo fto 
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उत्तरमाला 


4. 28052 मीटर/सि० 


M? h 
8. (MMe g = डाइन 
हि ss 
` (m+M) 


प्रश्‍नावली 33 
5. प्रत्येक स्थिति में बिन्दु पथ परवलय है । 
szmat 35 


u(m—6em') 


I7. m का वेग = 8 


> u. Im(l +e 
m का वेग =./3 कर ) 


3mm'u(l-+4-e) 


T= x /3 'y= 
VA m+ 6m’ 
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पारिभाषिक शब्दावली 


अवतल Concave 


— y = 


अवतलता Concavity 

अन्वालोप Envelope 

अनंतसूक्ष्म, अत्यणु Infinite simal 

अनाव Non-repeated 

aata, अंतविष्ट Included 

अवकलज Derivative 

अध: स्पर्शी Subtangent 

अधोलंब Subnormal 

अर्धेघन परवलथ Semicubical parabola 

अधिकल्पित मूल Imaginary roots 

अपवाद (अपवाद भूत) Exception (Exceptional) 

अवकल गणित Differential calculus 

अवकल गुणांक Differential coefficient 

अवकल समीकरण Differential equation 

अवकल समीकरण का घात Degree of equation 

अवकल समीकरण की कोटि Order of differential equation 
अवकल समीकरण निकाय System of differential equation 
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` पारिभाषिक शब्दावली" 


अवकल व्यंजक Differential'expression 
अवकल फलन Differential function 
अवकल ज्यामिति Differential geometry 
अस्पष्ट Implicit 

असंतत फलन Discontinuous function 
अनुप्रस्थ Transverse 

अर Spoke 

अनुक्रमानुपाती Directly proportionate 
भापतन Incidence 

आगमन Induction 

आनति Inclination 

आंशिक अवकल Partial differential 
आवरते काल Periodic time: 

भारोपित बल Impressed force 

आवेग Impulse 


इच्छित, अभीष्ट Required 
उत्तरगामी Subsequent 
उ डडयन काल Time of flight 


उत्तरोत्तर अवकलन Successive differentiation 


उत्तरोत्तर सन्निकटन Successive approximation 
उत्केन्द्रता Eccentricity 

उत्क्रमानुपाती Inversely proportional 

उन्नतांश कोण या उन्नयन कोण Angle of elevation 


ऊर्ध्वाक्षर Vertical 
ऊर्ध्वारतः Vertically 
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अवकल समीकरण एवं गति विज्ञान 


एकसमान अभिसरण Uniform convergence 
एकल Single 
एकादिष्ट फलन Monotonic function 


एकमानी फलन Single valued function 


काये फलन Work functon 
केंद्रीय बल Central force 
कोट Ordinate 

कोणांक Amplitude 


केन्द्र रेखा Line of centres 


खंड करना Resolve (into factors) 
खंडशः समाकलन Integration by parts 


गुरुत्वीय त्वरण Gravitational acceleration 


गोलक Bob 


चलित निर्देशांक Current coordinates 
चर घातकी Exponential 
चर घातांक Exponent 


चाप Arc 
जीवा (नाभिगत), नाभीय जीवा (Eocal) Choral 


तल Plane 


त्वरण Acceleration 


दीघे अक्ष Major axis 
द्विघात समीकरण Quadratic equation 
द्विक त्रिज्या Radius vector 
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पारिभाषिक शब्दावली ` 


ध्रुवीय Polar 

gaias रेखा त्रिज्या Radius vector 
नाभि Focus 

नाभिलंब Latus rectum 

निर्वात Vacuum 

नियत fixed 

नियता Directrix 

नज समीकरण Intrinsic equation 
परायतंन Reflection 

परतंत्र चर Dependent variable 
परिमेयकरण Rationalisation 
पदिक समीकरण Pedal equation 
परिलिखित वक्र Curve described 
परिक्रमण करती है Turns round 


पूर्व] Primitive 


प्रतिक्षेप Rebound 


प्रतिलोम अवकल संकारक Inverse differential operator 
प्रक्रम Process 

प्रतिच्छेद बिन्दु Point of intersection 
प्रतिलोम बिन्दु Inverse points 

प्रभावी बल Effective force 

प्रक्षेप पथ Trajectory 

TA Projectile 

प्रक्षिप्त Projected 

प्रक्षेपण (प्रक्षेप) Projection 

प्रक्षेप कोण Angle of projection 
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340 अवकल समीकरण 'एवं गति विज्ञान 


प्रारम्भिक प्रतिबंध Initial condition 


प्रारम्भिक मान समस्या Initial. value problem 


प्रेक्षण Obseration j 


बल गतिकी Kinetics 


बारंबार अवकलन Repeated differentiation 
भुज Abscissa | 


मध्यानुपाती Mean proportional 
महत्तम ढाल रेखा Line of greatest slope | 
माध्यमान प्रमेय Meanvalue theorem | 
मात्रक Unit | 
यथातथ्य Exactness | 
यथातथ भवकल Exact differential 

x 


युगपत Simultaneous 


रैखिक अवकल समीकरण Linear differential equation 


रेखिक संवेग संरक्षण Conservation of linear momentum 
लघु-भक्ष Minor axis 

लोलक Pendulam 

लंब कोणीय संछेदी Orthogonal trajectory 


वङ्ग कुल Family of curves 


बलयाकार क्षेत्र Annular region | 
वियोजित भाग Resolved part | 
विविक्तिकर Discriminant 

विस्थापन Displacement 

विश्लेषिक Analytical 
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> fafan विधि से Analytically 
विशेष हल Particular solution 
विचित्र हल Singular solution 
विलोपन Elimination 
विलोपन फल Eliminant 
| विलुप्त Eliminated 
Pe, व्यापक समीकरण General equation 
| व्यापक हल (समाकल) General solution 


| (अश्व) शक्ति (Horse) Power 


| शांकव काट (परिच्छेद) Conic section 


शुद्ध गतिकी Kinematic 


| सम षड्भुज Regular hexagon 

। समाकल्प Integrand 

समानयन Reduction 

समानयित Reduced 

| समको णिक निर्देशांक Rectangular coordinates 
समघात अवकल समीकरण Homogeneous differential equation 
समाकलन गुणक Integrating factor 

| समान कोणिक Equiangular 

समांतर Parallel 

समक्ष संघात Direct impact 

सदिश कोण Vectorial angle 


Y 


सहायक समीकरण Auxiliary equation 
समाकलनीय अवकल समीकरण Integrable differential equation 
सपिल Spiral 
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RR 


साधारण Ordinary f 
सामीप्य Neighbourhood ; F. 
सतत फलन Continuous function | 
सार्वं बिन्दु Common point न | 
स्थितिज ऊर्जा Potential energy 
सोपान Step 

संकेतन Notation 


संबद्ध करता Involve í 
संनाभि Confocal 


संनाभि शांकव Confocal conics pri | 
संकेन्द्र बृत्त Concentric circles | 
संपूर्ण अवकल Total differential | 
संपीड़न Conpression | 
संवेग Momentum 

संरक्षी बल Conservative forecs 
संचित ऊर्जा Stored energy 

समाक्ष (परवलय) Coaxal (Parabolas) 
स्वलांबिक Self orthogonal ` 2 
स्वेचछ फलन Arbitrary function न | 
स्पष्ट फलन Explicit function 

(सम) हर (Common) Denominator 
सन्निकटन Approximation | | 


हृदयाभ Cardioid | 
क्षेत्रीय वेग Areal velocity Ë 
fagia वक्र Cubic curve | 


fasa वेग Radial vel न्य 
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